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Resumen

En este trabajo se estudian conjuntos autosimilares, con énfasis en la curva de Koch,
en el contexto de problemas elipticos de difusion sobre geometrias irregulares. En una
primera parte, se considera un problema de Dirichlet sobre aproximaciones prefrac-
tales de la curva, donde el operador de Laplace se introduce en sentido variacional a
partir de formas de energia renormalizadas y de Laplacianos discretos definidos sobre
grafos aproximantes. En una segunda parte, se analiza un problema de difusién en un
dominio plano de dos fases separado por una interfase fractal modelada por la curva
de Koch, cuya formulacion variacional incorpora un término de energia tangencial
sobre dicha interfase. Las aproximaciones numéricas se obtienen mediante el méto-
do de elementos finitos (FEM), y su comportamiento se estudia tanto con respecto

al refinamiento de la malla como al incremento en el nivel de iteracion de la interfase.

Palabras clave: método de elementos finitos, difusién, conjuntos autosimilares,

curva de Koch, prefractales, Laplaciano en grafos, interfase fractal.

Abstract

This work studies self-similar sets, with particular emphasis on the Koch curve, in
the context of elliptic diffusion problems on irregular geometries. In the first part, a
Dirichlet problem is considered on prefractal approximations of the curve, where the
Laplace operator is introduced in a variational sense through renormalized energy
forms and discrete graph Laplacians defined on approximating graphs. In the second
part, a diffusion problem is analyzed on a two-phase planar domain separated by a
fractal interface modeled by the Koch curve, whose variational formulation includes
a tangential energy term along the interface. Numerical approximations are obtained
using the finite element method (FEM), and their behavior is examined with respect

to both mesh refinement and the increase in the interface iteration level.

Keywords: finite element method, diffusion, self-similar sets, Koch curve, prefrac-

tals, graph Laplacian, fractal interface.
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1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) aparecen de manera natural al describir
numerosos fenémenos de la fisica, la ingenierfa y otras ciencias aplicadas [1-3]. Su
estudio permite analizar procesos como la difusion, la conduccion, el transporte y
el equilibrio en medios continuos. Entre ellas, las ecuaciones elipticas relacionan
con problemas estacionarios o de equilibrio [1, 4], en los que interesa determinar
la distribucion espacial de una magnitud fisica cuando el sistema ha alcanzado un

estado estable.

En particular, los problemas de difusiéon asociados a operadores de tipo laplaciano
poseen aspectos variacionales, funcionales y numéricos [1, 5]. En dominios regulares,
estos problemas se apoyan en una teoria bien desarrollada, basada en espacios de
Sobolev, formulaciones débiles y técnicas de discretizacion como el método de ele-
mentos finitos [1, 6, 7]. Sin embargo, muchos medios de interés aplicado presentan
fronteras o interfases con geometrias que no pueden describirse adecuadamente me-
diante curvas suaves o dominios lipschitzianos convencionales [8]. En estos casos, la
complejidad geométrica incide de forma directa tanto en la formulacién del modelo

como en el comportamiento de sus soluciones [9, 10].

En este sentido, la geometria fractal permite representar estructuras irregulares que
presentan autosimilitud a distintas escalas [11-13]. Entre los ejemplos més conoci-
dos destaca la curva de Koch, cuya construcciéon iterativa genera aproximaciones
prefractales finitas que conservan rasgos esenciales de la geometria limite [11, 14,
15]. Por ello, constituye un caso de especial interés para estudiar tanto la influencia
de la irregularidad geométrica en problemas de difusion como la manera en que di-
cha geometria puede incorporarse de forma efectiva en un esquema de aproximacién

numérica.

El estudio de procesos de difusion en dominios o interfases fractales ha mostrado que
la rugosidad geométrica no es solo una dificultad técnica, sino un rasgo que puede
alterar de manera significativa la transferencia, la propagacién y la localizacion de

los flujos [9, 10, 16]. Por ello, la formulacién matemdtica de estos problemas es més
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rigurosa que la que suele emplearse en dominios regulares. En particular, surgen
formulaciones variacionales basadas en formas de energia, operadores definidos sobre
aproximaciones prefractales y términos diferenciales tangenciales sobre la interfase
[9, 10, 14], que permiten incorporar explicitamente en el modelo los efectos de la

geometria irregular.

Una dificultad central en este tipo de problemas es que, en muchos casos, el analisis
no se realiza directamente sobre el fractal limite, sino sobre una sucesién de aproxi-
maciones prefractales [11, 14]. Esto conduce a estudiar la relacién entre los problemas
definidos en niveles finitos de iteracion y el problema limite, asi como las nociones
de convergencia apropiadas para justificar el paso entre ambos. En este sentido, se
han desarrollado resultados de convergencia variacional de formas de energia y de
problemas de transmision a través de interfases autosimilares [10, 16, 17], lo que
respalda el uso de aproximaciones prefractales como base analitica y computacional

para el estudio de modelos definidos en geometrias fractales.

Desde el punto de vista numérico, las aproximaciones prefractales permiten distinguir
entre dos escalas distintas de aproximacion. Por una parte, esta la escala geométrica
asociada al nivel de iteracion de la curva de Koch; por otra, la escala numérica asocia-
da al refinamiento de la malla empleada en la discretizacion. Esta separacion resulta
util para estudiar de manera independiente el efecto de la complejidad geométrica
y el efecto del método numérico sobre las soluciones aproximadas. Aqui, el método
de elementos finitos y otras discretizaciones sobre grafos o aproximaciones finitas
de fractales son apropiados para explorar la estabilidad y el comportamiento de los

modelos considerados [6, 9, 18].

Teniendo en cuenta lo anterior, la presente investigacion se centra en el estudio de
problemas elipticos de difusiéon asociados a la curva de Koch desde dos perspecti-
vas complementarias. En primer lugar, se considera un problema de Dirichlet sobre
aproximaciones prefractales, donde el operador de Laplace se introduce en sentido
variacional mediante formas de energia renormalizadas y Laplacianos discretos sobre
grafos aproximantes [14]. En segundo lugar, se analiza un problema de difusién en
un dominio plano de dos fases separado por una interfase prefractal asociada a la
curva de Koch, cuya formulacién incorpora un término de energia tangencial sobre
la interfase [9, 10]. De esta manera, el trabajo conecta la teoria de conjuntos autosi-
milares y formas de energia con la aproximaciéon numérica de problemas elipticos en

geometrias irregulares.

El objetivo general del trabajo es analizar la formulacién y aproximaciéon numérica
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de problemas de difusién asociados a la curva de Koch, tanto sobre aproximacio-
nes prefractales como en dominios con interfase irregular. Para ello, se emplea una
metodologia que combina herramientas tedricas y computacionales: por un lado, se
utilizan conceptos de geometria fractal, formulacion variacional y espacios funciona-
les adecuados para definir los modelos [1, 11, 14]; por otro, se recurre principalmente
al método de elementos finitos para construir aproximaciones numéricas y estudiar su
comportamiento frente al refinamiento de la malla y al aumento del nivel de iteracion
prefractal [6, 9, 18].

El alcance del trabajo se limita al estudio de aproximaciones prefractales finitas y
a formulaciones elipticas estacionarias. En consecuencia, no se aborda de manera
exhaustiva el problema limite sobre el fractal ideal en toda su generalidad, ni se
desarrolla una teoria completa de error en contextos fractales arbitrarios. Asimismo,
el tratamiento numérico se concentra en configuraciones geométricas concretas ba-
sadas en la curva de Koch, por lo que los resultados deben interpretarse dentro de

ese marco especifico.



18



2. Conceptos previos

En esta seccién se retinen nociones basicas de analisis funcional, teoria de la medida
y geometria métrica que se emplean a lo largo del trabajo. La formulacion variacional
de problemas de difusién se expresa de manera natural en espacios de Sébolev, mien-
tras que la construccion de conjuntos autosimilares se formula mediante aplicaciones
contractivas sobre el espacio de compactos equipado con la métrica de Hausdorff. El

material que se presenta en esta seccién se apoya en [6, 19, 20].

Antes de estudiar la difusién sobre la curva de Koch y el problema de difusiéon con
interfase fractal, se mostraran conceptos que se utilizan mas adelante. En particular,
esta seccién introduce los espacios funcionales en los que se plantean problemas
elipticos y revisa la construccion de conjuntos autosimilares mediante el operador de
Hutchinson, el cual se obtiene como una consecuencia del teorema del punto fijo de

Banach en la métrica de Hausdorff.

2.1. Herramientas del analisis funcional

El método de elementos finitos (FEM) se apoya en la formulacion variacional de
ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Esta formulacién requiere un funcional
que permita establecer existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones, y que
ademds sea compatible con aproximaciones numéricas, ver [6, 7]. En particular, mu-
chos problemas elipticos pueden reinterpretarse como problemas de minimizacién de
funcionales definidos sobre espacios adecuados de funciones.

Para plantear estos problemas es necesario fijar espacios de funciones suficientemen-
te amplios para admitir derivadas en sentido débil, pero también lo suficientemente
estructurados para garantizar estimaciones a priori y argumentos de convergencia.
Esto lleva, en primer lugar, a la introduccién de una nociéon de medida e integral
que permita definir espacios de funciones integrables. A partir de esta base se cons-

truyen los espacios L,(£2) y, posteriormente, los espacios de Sébolev, que resultan
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adecuados para el analisis variacional de EDPs, ya que controlan simultaneamente

la integrabilidad de una funcién y la de sus derivadas débiles, ver [5-7].

2.1.1. Medida

La definicién rigurosa de Ly, (£2) y, en consecuencia, de los espacios de Sébolev, requie-
re una nocién de medibilidad e integrabilidad. A continuacién se presentan algunas

definiciones bésicas de teoria de la medida; véase [19].

Definicién (o-dlgebra). Sea €2 un conjunto no vacio. Una o-édlgebra sobre €2 es

una coleccién F C P() tal que:
(i) @ € F,

(ii) si A € F entonces A° € F,

(iii) si A, € F para todo n € N, entonces | oy An € F.

A continuacién se presenta la definicién de una medida, para ello es necesario una

o-algebra.

Definicién (Medida). Sea F una o-algebra sobre €. Una funcién p : F — [0, 0]

es una medida si satisface:

(ii) si A C B entonces pu(A) < u(B),

o0

(iii) si {Ai}ien es una familia disjunta en F, entonces p (U A,») — Z p(A;).
i=1

=1

La medida de Lebesgue se obtiene a partir de la medida exterior

m; : P(R™) — [0, 00]; véase [19].

Proposicién 2.1. La funciéon m;, satisface:

(ii) si A C B entonces mj(A) < m}(B),
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(iii) mZ(Uf; 4;) < 221 m;, (4;),
(iv) m:(A) = m(z + A) para todo x € R™.

A partir de la medida exterior, Carathéodory introdujo el siguiente criterio de me-

dibilidad.

Definicién (Carathéodory). Un conjunto £ C R™ es Lebesgue medible si, para
todo A C R", se cumple

m:(A) = m(AN E) +m’ (AN E°). (2.1)

n

Se denota por p, la coleccién de conjuntos Lebesgue medibles.

Teorema 2.2. La coleccién p, es una o-algebra y la restricciéon my,|,, es o-

aditiva.

Para detalles de la demostraciéon puede consultarse [19]. En particular, la restriccién

m :=m|,, define la medida de Lebesgue.

Definicién (Funcién medible). Sea 2 C R™ un conjunto Lebesgue medible.
Una funcién f : @ — R™ es medible si, para todo abierto V' C R™, se cumple
7 YV) € pn. Si ademds f~1(V) € B(R") para todo abierto V' C R™, entonces
f es Borel medible.

Las funciones simples constituyen son esenciales para la construccion de la integral

de Lebesgue.

Definicién (Funcién simple). Sea 2 C R™ medible. Una funcién f: Q — R es

simple si f es medible y el conjunto f(€2) es finito.

El siguiente ejemplo muestra una de las funciones simples mas importantes.

Ejemplo. Sea E C () medible. La funcién caracteristica Xg : 2 — R, definida
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por
1, x€F,

Xg(x) = (2.2)
0, »¢FE,

es una funcién simple.

La definicion de la integral de Lebesgue comienza con las funciones simples, a partir

de las cuales se extendera posteriormente a funciones medibles més generales.

Definicién (Integral de Lebesgue para funciones simples). Sea f : 2 — R una

funcién simple que toma valores distintos {cy,...,cy} € RT U {0}. Se define

N

[ fam=Y am(se) (23)
Q2 i=1

La definicién anterior se extiende a funciones medibles no negativas mediante apro-

ximacion por funciones simples.

Definicién (Integral de Lebesgue). Sea f : 2 — [0, 0o] una funcién medible. Se
define

/fdm::sup{/gdm: gessimpleyogggf}. (2.4)
Q Q

2.1.2. Espacios

Sea € C R" un conjunto abierto y sea p € [1,00). El espacio L,(€2) se define por
Lp(Q):{f:Q—HR ; /|f(a:)|pdm(m)<oo}, (2.5)
Q
donde m denota la medida de Lebesgue. La norma natural en L,(2) es

Iflese = ( | \f<x>|pdm<x>)l/p. (26)

Los espacios de Sobolev se definen imponiendo integrabilidad a las derivadas débiles.

Definicién (Espacio de Sébolev). Sea © C R™ un dominio, sea m € N y sea
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p € [1,00). El espacio de Sébolev W™P(Q) se define por
WmP(Q) ={f € L,(Q) : D*f € L,() para todo a € N, |a] <m}, (2.7)

donde D®f denota la derivada parcial débil de orden «, es decir,

olel f

Def = .
/ 0z 0xy? - - - Qxon

(2.8)

La inclusién W™P(Q) C L,(£2) es inmediata por definicién.

Definicién (Norma del espacio de Sébolev). La norma en W™P(() se define

por
1/p

fllmp= | D ID*FIE, ] + 1<p<co. (2.9)

laj<m

En el caso p = 2 los espacios de Sobolev poseen estructura de Hilbert. Se escribe
H™(Q) = W™2(Q) y el producto interno se define a partir del producto interno de
Ly(€2) como

(fo9umoy = Y (Df,D%9) - (2.10)

la<m

Se define el espacio H{"(§2) mediante clausura como

H™Q) == Hm(Q) N 0o (%), (2.11)

ver [6].

Para k € N, la norma y la seminorma en H*(Q) se escriben como

1/2 1/2

e = { [ S 10%uldn| o= | [ S 0tupdn ) 212

2 |al<k  |a|=k
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2.2. Herramientas de ecuaciones diferenciales par-

ciales

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) aparecen en la formulacién matemética
de muchos de fenémenos fisicos y naturales, entre ellos los procesos de difusion, la
propagacién de ondas y el flujo de fluidos. Su estudio permite describir la dependencia
espacial y temporal de diversas magnitudes mediante relaciones diferenciales entre
varias variables independientes [1].

Desde el punto de vista numérico, se debe entender la forma de una EDP para elegir
y analizar métodos de aproximacion apropiados. En particular, el comportamiento
cualitativo de sus soluciones depende del tipo de ecuaciéon considerado, lo que in-
cide directamente en la estabilidad, la convergencia y la precisién de los esquemas

numéricos empleados [1, 6].

En esta seccién se presenta una clasificacién basica de las ecuaciones diferenciales
parciales segiin su estructura, con énfasis en las ecuaciones elipticas y en los modelos

de difusion, por ser estos los de interés principal en este trabajo.

2.2.1. Tipos de ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden se clasifican, en el caso lineal,
en tres tipos principales segun el signo del discriminante asociado a su operador
principal: elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas. En lo que sigue nos centraremos en

las ecuaciones elipticas y, de manera mas breve, en las hiperbdlicas.

Ecuaciones elipticas

Las ecuaciones elipticas se caracterizan por la ausencia de dependencia temporal
explicita y por describir estados estacionarios. En dos dimensiones, su forma general
es

0%u 2u 0*u

— + B(x, +C(x,y)=—= + D(x,y,u, Vu) =0, 2.13

5.2 T Bl y>8m8y ( y)ayQ (z,y ) (2.13)

donde el discriminante A = B? — 4AC satisface A < 0 en el dominio de interés.

A(z,y)

Entre los ejemplos méas representativos de este tipo de ecuaciones se encuentran la

ecuacion de Laplace y la ecuacién de Poisson.
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Ejemplo (Ecuacién de Laplace). La ecuacién de Laplace
Viu =0, (2.14)

es un ejemplo prototipico de ecuacion eliptica.

Ejemplo (Ecuacién de Poisson). La ecuacién de Poisson
Viu = f(x,y), (2.15)

describe estados estacionarios en presencia de una fuente f.

Bajo hipotesis adecuadas sobre el dominio y los coeficientes, las soluciones de ecua-
ciones elipticas son funciones suaves que dependen de manera global de los datos de

contorno. No presentan fenémenos de propagacion ni dependencia temporal.

Ecuaciones hiperbdlicas

Las ecuaciones hiperbdlicas modelan fenémenos de propagacién y transporte de

senales. En dos variables, su forma general es

O*u 0*u 0*u

donde el discriminante A = B? — 4AC satisface A > 0.

Un ejemplo de una ecuacion hiperbodlica es la ecuacion de onda, la cual permite

describir matematicamente la propagacion de perturbaciones en un medio.

Ejemplo (Ecuacién de onda). La ecuacién de onda

P*u  ,0%u

describe la propagacién de perturbaciones con velocidad c.

Las soluciones de ecuaciones hiperbdlicas presentan frentes de onda y dependen tanto

de las condiciones iniciales como de las condiciones de contorno.
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2.2.2. Tipos de difusién

La ecuacion de difusién considerada en este trabajo surge de combinar una ley cons-
titutiva de flujo con un principio de balance. En particular, el término —k(x)Vu(z)
representa el flujo asociado a la variable u, mientras que el operador divergencia
mide la variacién neta de dicho flujo dentro del dominio [4, 21, 22]. De este modo,

la ecuacién

—div(k(x)Vu(z)) = f(x), v€DCR? (2.18)

modela la distribucion espacial de una cantidad difusiva en presencia de fuentes
o sumideros representados por f(z) [21, 23, 24]. En este contexto, la forma del
coeficiente de difusién k(z) determina el tipo de difusién que describe el modelo, tal

como se muestra a continuacién:

k k
Sik(x) = n(@) k() es una matriz simétrica definida positiva, el modelo
k’lg (33) k22 (l’)

describe una difusién anisotropica.

0 k’gQ(l’)

sién ortotropica.

k 0
Si k(x) = ( u(®) ) con ki1 (z) # koo(x), el modelo describe una difu-

k 0
Si k(x) = u(®) , el modelo describe una difusién isotrépica.
O kll([L’)

Si k(z) = C, donde C' es una constante, se tiene difusion homogénea.

Si k(x) no es constante en el dominio, se tiene difusién heterogénea.

2.2.3. Criterio de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL)

El criterio de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) proporciona una condicién necesaria
para la estabilidad de esquemas numéricos explicitos aplicados a ecuaciones diferen-
ciales parciales, en particular en métodos de diferencias finitas, volimenes finitos y

elementos finitos dependientes del tiempo, ver [25].

Criterio CFL. Un método numérico puede ser convergente unicamente si su do-
minio numérico de dependencia contiene al dominio de dependencia de la EDP, al

menos en el limite cuando los pardmetros de discretizacion tienden a cero.
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La condicién CFL es necesaria para la estabilidad y, por ende, para la convergencia

de muchos esquemas numéricos, aunque no es suficiente en general.

2.3. Conjuntos autosimilares

La construccion de conjuntos autosimilares se apoya en el teorema de contraccién de
Banach, el cual garantiza la existencia y unicidad de puntos fijos en espacios métri-
cos completos. En particular, al trabajar sobre el espacio de compactos no vacios
provisto con la métrica de Hausdorff, este resultado permite justificar rigurosamen-
te la existencia de un tnico compacto invariante asociado a un sistema finito de
contracciones. En esta seccion se presentan definiciones bésicas, resultados funda-
mentales y ejemplos representativos de conjuntos autosimilares, asi como nociones
complementarias que se utilizardn més adelante. El material se basa en [15, 17, 20,
26].

2.3.1. Teorema de contraccion de Banach

Para comprender el funcionamiento del teorema de contraccion, introducimos pri-

mero algunas definiciones bdsicas que serdn necesarias en lo que sigue; véase [20].

Definicién (Punto fijo). Sea 7" una aplicacién de un conjunto X en X, si para

algiin x € X se tiene que T'(z) = x, entonces z es un punto fijo para 7.

La nocién de punto fijo esta relacionada con el comportamiento de ciertas aplica-
ciones que acercan puntos entre si. Esto conduce al concepto de contracciéon, funda-

mental en la formulaciéon y demostracién del Teorema de contraccién de Banach.

Definicién (Contraccién). Sea (X, d) un espacio métrico y M un conjunto de
X. Una funcién

T : M — X se dice contractiva si existe 0 < a < 1 tal que

d(T(z),T(y)) < a-d(z,y) para todo z,y € X con x # y. (2.19)

Un hecho 1til, que garantiza la continuidad de este tipo de aplicaciones, es el siguien-
te.
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Proposicién 2.3. Toda funcién contractiva T : M — X es continua en M.

Demostracion. Se tiene que 7' es una aplicacién contractiva, luego para to-
do z,y € X con x # y se tiene que d(T(z),T(y)) < d(z,y). Ahora, dado
e > 0 tomemos ¢ = 4. Entonces, si z,y € M tal que d(z,y) < J entonces
d(T(x),T(y)) < d(z,y) < § = e. Por lo tanto T es continua sobre su domi-

nio. O]

A continuacién se enuncia y se demuestra el Teorema de contraccién de Banach.

Teorema 2.4 (Teorema de contraccién de Banach). Sea (X, d) un espacio métri-
co completo y sea f : X — X una aplicacion contractiva entonces f tiene un

punto fijo y es unico.
Demostracién. Sea xy € X, consideremos la sucesién f(z,) = 2,+1. Por induc-
cién mateméatica veamos que d(z,11,T,) < a"d(z1, xo):

» Caso base: Paran = 1 se tiene que d(xq, z1) = d(f(z1), f(20)) < ad(xy, x0).

» Hipdtesis de induccién: Supongamos que se tiene para k € N, es decir,

d(Tpr1, zk) < Fd(z1, 20).

= Paso inductivo: Veamos que se tiene para k + 1

d(@pr2, Tpr1) = d(f(Th11), f (k) (2.20)
< ad(Tgi1, k) (2.21)
< a(a®d(zy, z0)) (2.22)
= o*Tld(zy, 20). (2.23)

Por tanto se tiene para k + 1.

Quedando asi demostrado que d(x, 11, x,) < a"d(z1,xo). Consideremos ,, y Ty,
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con n,m € N tales que m > n, observe asi lo siguiente

d<xm7 xn) S d(xma Qim,1> + d<xm717 xn)

S d(xmaxmfl> + d<xm71> xmfZ) S ee°oSF d(xn+17'rn)
< o™ d(zy, 1) + ™2 d(zy, 20) + - - ™ - d(T1, 7o)
:d(ml,xo)-(am_1+---+a”+a"_1+---+1)—d(a:l,mo)-(oz”_l—l—---—l—l)
—1 a™—1
= d(l’l,l‘g) — d(xq,0) - o1
_ d<x17x0) (an _ am)
11—«
an

d . )

< d(z1, 70) 1— &

an
Sabemos que lim a” = 0 ya que 0 < a < 1, entonces d(z1, o) - -
n—oo —

— 0
sin — oo, y como X es un espacio completo, la sucesion converge, digamos
lim x, = x. Como f es contractiva, por la Proposicién 4.1.1 se sigue que f es

n—oo
continua, luego

flx)=f (711520 :vn> = lim f(z,) = hm Tpp1 = X, (2.24)

n—oo

por lo tanto f(x) = z, luego la funcién f tiene un punto fijo.
Veamos que el punto fijo es tinico, supongamos que f(L1) = L1y f(Ls) = Lo

con Ly # Lo, se tiene que
d(Ly, Ly) = d(f(L1), f(L2)) < ad(Ly, L) (2.25)

y como 0 < « < 1, entonces d(Ly, Ly) = 0, se sigue que L; = Lo, llegando
asi a una contradiccién, por lo tanto el punto fijo es inico en X. Quedando asi

demostrado el teorema. O]

Veamos ahora un ejemplo de como funciona dicho teorema.

Ejemplo. Sea f : ([0,1], dusual) — ([0, 1], dysua1) definida por f(z) = cos(x).
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Para z,y € [0, 1], por el teorema del valor medio existe ¢ € (0, 1) tal que

dusuar (f (), f(y)) = | cos(z) — cos(y)] (2.26)
=)z =yl (2.27)

= |sin(c)| |x — y| (2.28)

(2.29)

< sin(1) dysual (2, 9)-

En consecuencia, f es una contraccién con constante a = sin(1) < 1. Por el
teorema del punto fijo de Banach, f admite un tinico punto fijo en [0, 1].

Para visualizarlo, en la Figura 2.1 se grafican las curvas y = cos(z) y y = = en
[0, 1]; su interseccién corresponde al punto fijo de f.

Punto fijo de 1a funcion f(x) = cos(x) en ([0, 1], dysuar)

09 .

0.8 - .

0.7 - .

cos(x) N
X 4

0.5

0.4+ :

0.2 - .

0.1 .

O | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Figura 2.1: Punto fijo de la funcién f(x) = cos(z) en ([0, 1], dusua)-

2.3.2. Meétrica de Hausdorff

Dimitrie Pompeiu introdujo la nocion de distancia entre conjuntos compactos del es-
pacio euclidiano. Posteriormente, Hausdorff retomo esta idea para definir una métrica
sobre la familia de conjuntos compactos no vacios de un espacio métrico X, lo cual
conduce de manera natural a la construccion de los espacios métricos de Hausdorft.

El material presentado en esta seccién se basa en [26, 27].
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Para iniciar, consideremos la siguiente definicion.

Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico, z € X y A un conjunto no vacio de

X. La distancia de z a A estd dada por

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}. (2.30)

La definicién anterior permite cuantificar qué tan cerca se encuentra un punto de
un conjunto. A continuacién, se enuncian algunas propiedades elementales de esta

nocion de distancia, las cuales seran ttiles mas adelante.

Proposicién 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico, z € X y A un conjunto no
vacio de X, entonces:

(i) d(z, A) > 0.

(ii) d(x, A) = 0 siy solo si v € A.

Demostracién. (i) Dado que (X, d) es un espacio métrico, d(z,a) > 0 para
todo a € A, luego por propiedades del infimo inf{d(z,a) : a € A} > 0, esto
es d(xz,A) > 0.

(ii) (=) Sea d(z, A) = 0, razonemos por el absurdo, supongamos que = ¢ A,
luego existe £ > 0 tal que B.(x) N A = @, esto implica que d(z, A) > e,
pero esto es una contradiccién, luego = € A.

(<) Sea x € A, por definicién para todo € > 0 se tiene que B.(z)N A # @,
en particular para todo n € N se sigue que B% (x) N A # @, esto implica

1 1

que d(z, A) < —, y como lim — = 0 entonces d(z, A) = 0.
n n—oo M,

Quedando asi demostrada la proposicion. O

Para uso posterior consideremos la siguiente definicién.

Definicién. Dado un espacio métrico compacto M, se define la coleccién C (M)

de conjuntos no vacios compactos de M como

C(M)={AC M : A es no vacio, A es compacto}. (2.31)

La siguiente definicion introduce la separacién de Hausdorff.
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Definicién (Separacion de Hausdorff). Consideremos X = C(M). Sea (X, d)
un espacio métrico, y sean A, B € X, la separacion de Hausdorff de B a A se

define de la siguiente forma

dy (B, A) =sup{d(b,A) : be B}. (2.32)

En la siguiente proposicion se muestra que la separaciéon de Hausdorff satisface pro-

piedades de tipo distancia en C(M).

Proposicion 2.6. Sean A, B, C' conjuntos de M, entonces:
(1) dj; (B, A) > 0.

(i1) di (B, A) = 0 siy solo si B C A.

(1ii) dj; (B, A) < d3(B,C) + d;(C, A).

Demostracién. (i) Dado que d(b, A) > 0 para todo b € B, por propiedades

del supremo se sigue que
sup{d(b,A) : b € B} >0, (2.33)

por ende d}; (B, A) > 0.

(ii) (—) Supongamos que dj; (B, A) = 0, esto es sup{d(b,A) : b € B} = 0,
luego d(b, A) = 0 para todo b € B; por la proposicién 4.2.1 se tiene que
be A, luego B C A.
(<) Ahora, si B C A por la proposicién 4.2.1 se tiene que d(b, A) = 0 para
todo b € B, luego sup{d(b,A) : b € B} =0, esto es dj;(B,A) = 0.

(iii) Sea a € Ay ¢ € C, sabemos que d(B,a) < d(B,c) + d(c,a), luego d(B, a)
es una cota inferior de {d(B,c) + d(c,a) : ¢ € C'}. Asi

d(B,a) < inf{d(B,c) + d(c,a) : c € C}
< If{d(B,c) : c € C} + inf{d(c,a) : c € C}
< sup{d(B,c):ce C}+d(C,a)
< dy(B,C)+dy(C, A).
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Dado que consideramos a € A arbitrario, entonces dj; (B, C) +dj;(C, A) es
una cota superior de {d(B,a) : a € A}.
Por ende d};(B, A) < d3;(B,C) + dj;(C, A).

0

A continuacién se muestra como con la separacién de Hausdorff se construye la

distancia de Hausdorff.

Definicién (Distancia de Hausdorff). Sean A, B conjuntos no vacios y acotados
de M, la distancia de Hausdorff entre A y B es

dp(A, B) = méx{di (A, B),d%(B, A)}. (2.34)

En la siguiente proposicién se menciona que (C(M),dy) es un espacio métrico.

Proposicién 2.7. (C(M),dy) es un espacio métrico.

El espacio métrico de Hausdorff (C'(X), dy) es completo si el espacio métrico inicial

lo es, tal como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8. Si (X, d) es completo entonces el espacio métrico (C(X),dy)

es completo.
La demostracion de esta proposicién se puede encontrar en [26].

2.3.3. Construccion de conjuntos autosimilares

En esta seccion se aplica el Teorema 1.4: Teorema de contraccién de Banach al estudio
de conjuntos autosimilares mediante el operador de Hutchinson. Ver [27]. Para ello,

iniciemos con la siguiente definicién.

Definicién. Una funcién f : (X,dx) — (Y,dy) se llama una similaridad con

radio r > 0, si

dy (f(2), f(y)) = rdx(z,y). (2.35)

Ademas, si X es un espacio métrico, decimos que K C C(X) es autosimilar

si existen similaridades fi, fa, ..., fm, con m € N, tales que f; : X — X, con
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i€ {l,2,...,m}, de tal forma que

K=f(K)U---U fu(K). (2.36)

A continuacién se muestra un ejemplo de conjunto autosimilar, donde se observa que

K es la union de sus imagenes bajo funciones contractivas.

Ejemplo. Sea C el conjunto de Cantor dado por la interseccién C' = ﬂ Ch,
n>0
donde C,, se define de la siguiente forma

1 2 1 3n—1
Co=10,=|U|= —|U... 1, 2.37
R e | R ot P

C,, es el resultado de quitar el tercio central de cada uno de los intervalos C,,_;.

Se tiene que C' es autosimilar con respecto a las siguientes funciones

2
fil@) =3, fol@) =5+ 3, (2:38)
1 2
dado que f1(C)=Cn [0, 5} y f2(C)=Cn [g, 1}
Ademas para cada n se observa que

La proposiciéon que se muestra a continuacién garantiza la existencia de conjuntos

autosimilares.

Proposicién 2.9 (Operador de Hutchinson). Sea {f1, f2,..., fm} un con-
junto finito de contracciones, con constante de contraccion 0 < «a; < 1 para

cadai € {1,...,m}. Entonces la aplicacién f : C(X) — C(X), conocida como
operador de Hutchinson y definida por f(A) = U fi(A), es una contraccién en
i=1

el espacio (C(X),dn).

Demostracién. Sean A, B conjuntos de C'(X) con dy (A, B) = r, consideremos
ademds un conjunto finito de contracciones {f1,---, f,n} con constante de con-

tracciéon 0 < a; < 1 para cada i € {1,...,m}. Ademds como dy es una métrica
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se tiene que dado € > 0 se tiene que dy(A, B) < e si y solo si A C B(B) y
B C B.(A), ver en [27]. Luego sabemos que B C B,.(A), es decir, para todo
b € B existe un a € A tal que d(a,b) < r, dado que las f; son contracciones se
tiene que

d(fi(a), fi(b)) < aid(a,b) < azr. (2.40)

Asi, para cada i € {1,--- ,m} se satisface que

fi(B) € Bar(fi(A)) € Bra (Uf > (2.41)

donde @ = max «o;.
1<i<m

De aqui que

i=1

| (B) € B (U fi(A)> . (2.42)

De manera analoga se tiene que

U fi<B>> : (2.43)

Por lo tanto
du(f(4), f(B)) < du(A, B) méx a;. (2.44)

Se concluye asi que f es una contraccién en la métrica de Hausdorff y como
(C(X),dg) es completo entonces f es una contraccién en (C'(X), dg), quedando

as{ demostrado. Para més detalles de la demostracién ver [27]. O

El siguiente resultado muestra que, si se parte de un conjunto compacto y se aplican
funciones contractivas, entonces la unién de todas las imagenes resultantes continta

siendo un conjunto compacto.

Teorema 2.10. Sea (X, d) un espacio métrico completo y fi, fo, ..., fn contrac-
ciones, con m € N, tales que f; : X — X, con i € {1,2,...,m}. Entonces

existe un unico conjunto compacto K C X no vacio tal que

K=fi(K)U-- U fn(K). (2.45)

Este resultado es consecuencia del Operador de Hutchinson (Proposicién 1.9), ya que
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por el Teorema del punto fijo de Banach (Teorema 1.4), existe un dnico K tal que
K = f(K), entonces existe un nico conjunto compacto no vacio K que es invariante

bajo las imagenes de las f; con 1 <1i < m, es decir, K = U fi(K).
i=1

2.3.4. Fractales

Una vez introducida la construccién de conjuntos autosimilares, puede entenderse,
en este contexto, que un fractal es un conjunto autosimilar, o bien un conjunto ge-
nerado a partir de un sistema de funciones iteradas. En esta seccién se presentan

algunos ejemplos clésicos de conjuntos fractales. [14, 27, 28].

Uno de los ejemplos més conocidos de conjunto autosimilar es la curva de Koch, cuya

construccién ilustra de manera clara el uso de sistemas de funciones iteradas.

Ejemplo (La curva de Koch). La curva de Koch es una de las primeras cur-
vas fractales estudiadas y reviste especial interés porque ilustra la aparicion de
estructuras fractales en la naturaleza. Por ejemplo, pueden encontrarse configu-
raciones semejantes en copos de nieve y en ciertas ramificaciones de descargas
eléctricas [13].

Consideremos (X, dysual) €spacio métrico, donde X = [0,1] x [0,1] C R? Las

funciones contractivas con las que se genera el conjunto autosimilar son

3 0

fi(z) = = %> z, (2.46)
1 V3 1

f@=5% " ) T+ (8) : (2.47)

1 V3 1

fix)=1 %5 1% ) o+ <23> : (2.48)
OWNE

fu(z) = ; %> T+ (o) . (2.49)

Los extremos iniciales del segmento con el que se construye la curva de Koch
son a; = (0,0) y az = (1,0). Asi ¥y = [a1, as], donde [ay, as] denota el segmento

de recta cerrado que une a; con as.
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Sea {3, : n € NU{0}} C R% De manera recursiva, se define

Ynt1 = f1(8n) U f2(50) U f3(En) U fa(En). (2.50)

Mediante el operador de Hutchinson se define

Y= lim %, (2.51)

n—o0

donde el limite se toma con respecto a la métrica de Hausdorff. De esta manera,
> corresponde a la curva de Koch.

En la Figura 2.2 se muestran las primeras iteraciones de la curva de Koch, desde
Yo hasta s.

20 Z1
22 E3
24 E5

Figura 2.2: Primeras seis iteraciones de la curva de Koch. Elaboracion propia.

También es posible construir este fractal a partir de Vo = {aq, as}, y definiendo
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recursivamente
Vot = [1i(Va) U fo(Va) U f3(Va) U fa(V2). (2.52)

Ademas,
Voo = lim V;, = nUoV (2.53)

A partir de la curva de Koch es posible construir otros fractales cldsicos. Uno de
ellos es el copo de nieve de Koch, que extiende esta construccion a una configuracion

cerrada en el plano.

Ejemplo (El copo de nieve de Koch). El copo de nieve de Koch esta formado
por tres copias de la curva de Koch ubicadas sobre los lados de un triangulo
equilatero y orientadas hacia el exterior.

Consideremos el espacio métrico (X, dysual), donde X = [0,1] x [0,1] C R?, las

funciones contractivas con las que se genera el conjunto autosimilar son

h@)=|J) ) (2.54)

falw) = (2 ER (?) (2.55)

fa(x) = g 2 x+<2> (2.56)
1 1

fa(z) = 8 . :c+< f) (2.57)
1 1

f@ =0 . x+< Vf) (2.58)

fo(z) = g 2 m+<02> (2.59)

folx) = g 2 x“L(_;)' (2.60)

Los vértices iniciales del triangulo equildtero con el que se construye el copo de
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nieve de Koch son

ay = (0,0), a9 = (%, g) 9 as = (1,0) (261)

Asi,
W() = [Cll, (12] U [CLQ, (13] U [Clg, (11], (262)

donde W, representa el triangulo cuyos vértices son ay, as y as.
Sea {W,, : n € NU{0}} C R% De manera recursiva, se define

Wn+1 = fl(Wn) UfQ(Wn) Uf3(Wn) Uf4(Wn) Uf5(Wn> U fG(Wn) Uf7(Wn)- (2-63)
Usando el operador de Hutchinson, se define

K = lim W,, (2.64)

n—oo

donde el limite se toma en la métrica de Hausdorff. El conjunto K corresponde
al copo de nieve de Koch.

En la Figura 2.3 se presentan las primeras seis iteraciones del copo de nieve de

Koch, desde Wy hasta Wi.

W Wi Wy

39




40 e Conjuntos autosimilares

W3 Wy W

Figura 2.3: Primeras seis iteraciones del copo de nieve de Koch. Elaboracion
propia.

Otro ejemplo de conjunto fractal es el triangulo de Sierpinski, cuya construccion
muestra cémo la autosimilitud puede surgir a partir de un niimero finito de contrac-

ciones simples.

Ejemplo (El tridangulo de Sierpinski). Sea X C R? el tridangulo equildtero cuyos

o) o) o) o

Consideremos las contracciones fi, fo, f3 : (X, dusual) = (X, dysual) dadas por

vértices son

l\')l%l\.’)l»—t
w

filz) = +%, i=1,2,3. (2.66)

T
2
Definimos

Ko = [p1,p2] U [p2, ps] U [p3, p1], (2.67)

donde [p;, px] representa el segmento de recta cerrado que une p; con pj, para
J,k€{1,2,3} con j # k.
Sea {K, : n € NU{0}} C R? Recursivamente, se tiene

Kni1 = fi(l) U fo(Kn) U f3(Ky). (2.68)
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Usando el operador de Hutchinson, se define

K = lim K,, (2.69)

n—oo

donde el limite se toma en la métrica de Hausdorff. El conjunto autosimilar K,
asociado a las contracciones f1, fa, f3, es conocido como el triangulo de Sierpins-
ki.

En la Figura 2.4 se ilustran las primeras iteraciones del triangulo de Sierpinski,
desde Ky hasta K.

Ks Ky Ks

Figura 2.4: Primeras seis iteraciones del triangulo de Sierpinski. Elaboracion
propia.
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3. Método de elementos finitos
(FEM)

El método de elementos finitos (FEM) es una técnica numérica ampliamente uti-
lizada para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDP), par-
ticularmente en situaciones en las que no es posible obtener soluciones exactas de
forma analitica [6, 7]. En esta seccién se presenta su desarrollo en una y dos dimen-
siones, abordando la formulacion fuerte y débil del problema, la construccion de la
aproximacion mediante el método de Galerkin y su correspondiente representacion
matricial. Estos elementos se ilustran con ejemplos concretos que permiten entender

tanto la metodologia como su aplicacién en la resolucién de EDP; véase [6].

3.1. Introduccién 1D y 2D

El método de elementos finitos en una dimensién (1D) es empleado en la solucién de
ecuaciones diferenciales en una dimensiéon. Su procedimiento implica la particion del
dominio en pequenos elementos, la aproximacion de la solucién mediante funciones
polinémicas dentro de cada elemento, y la resolucién de un sistema algebraico global
que representa el problema, es decir, discretizar el dominio y resolver dicho sistema
de ecuaciones. Este enfoque tiene una amplia aplicacion en el analisis de fenémenos
como la conduccién de calor, la flexion de vigas y la propagacion de ondas en con-

textos unidimensionales.

Con esto en mente, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Buscamos u(z), la funcién que representa la deformacién en
x € [a,b], también sabemos que k(z) representa que tan eldstica es la cuerda y

f(z) es un forzante sobre el problema. En la Figura 3.1 se visualiza el problema.
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N
I e
<
<
4

w(2)

A4

Figura 3.1: Problema de la cuerda eléstica. Elaboracién propia en [29].

La formulacién fuerte del problema esta dada por

Encontrar u : [a,b] — R, u(x), tal que

(S) —(k(z) - (2))" = f(x),x € (a,b) (3.1)

u(a) = 0,u(b) = 0 condicién de frontera de Dirichlet.

Para obtener la formulacién débil, se multiplica la ecuacién por una funcién de
prueba suficientemente regular, se integra sobre el dominio y se aplica integracién

por partes. Observe asi que, como

—(k(z) - u'(z)) = f(2), (32)
entonces
—(k(z) - u'(z)) - v(z) = f(z) - v(z), (3.3)

- / ) -l offs) o = / (@) - v(z) dz. (3.4)

Ahora integrando por partes se sigue que

b b
—[k‘(b)U’(b)v(b)—k‘(a)U’(a)v(a)H/ (k(af)U’(aﬁ))v’(x)dxz/ f(z)v(z)dz,
(3.5)

le vamos a pedir a la funcién de prueba que v(a) = v(b) = 0, asi

/(k(a:)u’(x))v'(m)dx:/ f(z)v(x)d. (3.6)

Luego, la formulacién débil del problema es la siguiente:
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Encontrar v € Hj(a,b) tal que

b b
/ (k(x)u' ()0 (z)dx = / f(x)v(z)dx para todo v € C5°(a, b),
v(a) =v(b) =0.

u(a) = 0,u(b) = 0.
(3.7)

Lo siguiente es hallar la formulacion de Galerkin.
La idea aqui es buscar u en un espacio de dimensién finita, y v también se usa

en un espacio de dimension finita.

Escogemos una base de N funciones linealmente independientes

{¢1, 02,03, , N}, con dicha base se genera el espacio

V = span{¢1, p2, 3, -+ , N}, note que V = {ayp1 + aops + -+ - + anen }-
Dichas funciones base se construyen de la siguiente manera (elementos finitos
lineales por partes)

1. Triangulamos el intervalo [a, b].

2. para cada vértice interior x;, se define la funcién base ;(x) de la siguiente

mmz{ prlag = Lo o (38)

W) = 0 59 = s

manera:

En la Figura 3.2 se presenta la funcién base p;(x).

q)."(x)

1
Xi2  Xi-1 Xi Xiv1 Xiv2

Figura 3.2: Funcién base, lineal por partes. Elaboracién propia en [29].
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Asi la formulacién de Galerkin nos queda de la siguiente forma:

Encontrar v € V' tal que
(G) ff(k(x)u’(cc))v’(a:)da: = fabf(:c)v(:c)d:c para todo v € V,v(a) = v(b) = 0.
u(a) = 0,u(b) = 0.
(3.9)

Por 1ultimo, veamos como se formula matricialmente el problema.
Dado que u € V se puede expresar como una combinacion lineal de las funciones
base, u = a1 +aspa+- - - +anpn, podemos tomar v = ¢;, cont =1,2,--- N

como funcion de prueba.

Ahora bien, como

b b
/k(x)u’(:v)v’(x)dx:/ f(z)v(x)dz, (3.10)

b b
/ k(oapr + aops + - - + anen) ¢} :/ foi, i=1,2,---,N.
(3.11)
Esto es
b b b b
a;1 ;2 a; N b;
(3.12)
Luego
Oél'CLil—i-Oég'CLiQ—i-"'—f—(){N'CLZ‘N:bZ‘, con 1 = 1,2,"' ,N. (313)
Esto es
N
Zaij a;=0b, coni=1,2--- N. (3.14)
j=1
b1 (05}
. by o :
Entonces si A =[a;;], b=| " |,yx=] _ |, se tiene que Az =b.
by an

Asi, la formulacién matricial del problema queda de la siguiente forma
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Encontrar aq, as, -+, ay tales que Az =b

(M) Tps = /a ks, b —/ feidz, (3.15)

u:Zazgoz, u(a) = 0,u(b)

Si consideramos [a, b] = [0, 1], k(z) =1, f(z) =1 es decir,

Encontrar u : [0, 1] — R, u(z), tal que
—UH(JI) = 1737 S (07 1)7 (316)
u(0) = 0,u(1) = 0 condicién de frontera de Dirichlet.

Se sigue que la soluciéon numérica del problema es presentada en la Figura 3.3.

Solucion numérica de -u"(x)=1
0.14 . . . .

01 N\ :
0.08 . l
0.06 | ]
0.04 - \

002 / \

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 3.3: Solucién aproximada de —u”(z) = 1 en [0, 1] usando FEM. Imple-
mentacion realizada en [30].

47

Teniendo presente lo anterior, a continuacién mostraremos de manera formal como

funciona el método de elementos finitos en 2D, el material presentado aqui fue tomado

de [6, 7].
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El método de elementos finitos da una solucién aproximada de v : D C R? — R,

u(z) ~ Bogo(x) + Pre1(x) + ... + Bun(T). (3.17)

Daremos una breve descripciéon de como funciona el Método de Elementos Finitos

(FEM) para resolver el siguiente problema de difusién

Encontrar u : D C R? — R tal que:
(S) € —=div(k(x)Vu(z)) = f(x), paratodo z € D, (3.18)
u(z) = g(x), paratodo z € dD.

Al multiplicar por una funcién de prueba v(x) suficientemente suave, se tiene
—div(k(x)Vu(z))v(z) = f(z)v(x). (3.19)

Integrando sobre el dominio D se sigue que

/D—div(k(x)Vu(x))v(x):/Df(x)v(x)- (3.20)

Al integrar por partes se obtiene

/D k(@) Vu(2) Vo) — | V() / o (3.21)

oD

Asumiendo que la funcién de prueba toma el valor 0 en la frontera, se sigue que

LM)WL /f (3.22)

Asi, la formulacién débil del problema es

Encontrar u : D C R? — R tal que:

(W) /Dk( YWu / f(z)v(x), paratodo v(z) € C5°(D), (3.23)

u(z) = g(x), para todo z € dD.

Para escribir la formulacién débil de manera compacta, se introduce la forma bilineal

a(u,v) == /Dk(x)Vu(x) -Vou(z), (3.24)
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y el funcional lineal
L(v) := /Df(x)v(x) (3.25)

Con esta notacién, la ecuacién variacional puede escribirse como

a(u,v) = L(v), para todo v(z) € C5°(D). (3.26)

Ahora, si suponemos que D es un dominio poligonal y sea T" una triangulacién de

dicho dominio, de esta manera D queda dividido en elementos triangulares, digamos
m

Ky, Ky, ..., K,, donde cada K; es un triangulo. Esto quiere decir que D = UE y,

i=1
ademds, K; N K; = @, mientras que K; N K; es o bien K; si 7 = j, una arista, es

decir, la que tienen en comun K; y K, un vértice comun a K; y Kj;, o el conjunto

vacio. Ver Figura 3.4.

Figura 3.4: Una triangulacién de elementos finitos en D. Elaboracién propia en [29],
inspirada en [7].

Se define ahora el siguiente conjunto de funciones

P (T") = {v: D — R | v es globalmente continua, v|g, es un polinomio de

grado r en cada variable}.

Ademas, se define

Py(T") = {v e P"(T") | v(z) = 0 para todo z € D} . (3.27)
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Conociendo esto, la formulacién de Galerkin del problema es la siguiente:

(3.28)

{Encontrar u(z) € P(T") tal que
a(u,v) = L(v), wv(z) € PHT").

Es decir,

/Dk:(:L‘)Vu(x)Vv(m):/Df(x)v(x), v(x) € PHT™). (3.29)

Ahora, las funciones base para P!(T") son las siguientes:

= (3.30)
o 0, x # x;. .

En la Figura 3.5 se presenta la visualizacion de dicha funcién base.

Figura 3.5: Funcién base ¢; en D. Elaboracién propia en [29], inspirada en [7].
Esta funcion es de grado 1 en cada elemento.
Sea I ={ie€{l,--- ,m} | x; € D} el conjunto de indices interiores, y
F={ie{l,---,m}| x; € 9D} el conjunto de indices de la frontera. Como

u(x) € PYT") y se quiere que en la frontera del dominio u(x) = g(x), entonces se

busca una solucion de la forma

u(z) = Z&i%’(l’) + ZQ(W)W@% (3.31)

u(z) = Zaiapi(a:). (3.32)
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Al sustituir esta expresion en la formulacién de Galerkin y tomar como funciones de

prueba las funciones base ¢;, con j € I, se obtiene

a<§yW%w>=Lw» (3.33)

i€l
Por la bilinealidad de af(-, ), se sigue que
Z&ia(gpi,@j) = L(y;), jel. (3.34)
iel
Con ayuda de las funciones base, ecuacién (3.30), tenemos que la formulacién ma-

tricial del problema es la siguiente:

() {47 =7, (3.35)

donde @ = [a;]ier, v las entradas de la matriz A estan dadas por

0y = aar 02) = [ K@)V () Vs, (o), ij €l (3.36)
D

_>
mientras que las componentes del vector b estan dadas por

m:Lw»:Lfm%@» (3.37)

Para una estimacion del error en problemas con coeficientes suaves, ver Apéndice .1.

3.2. Resultados numeéricos

En esta subseccion se presenta la implementacién del método de elementos finitos
(FEM) para la resolucién de la ecuacién de Poisson con condiciones de frontera de
Dirichlet homogéneas. Para ello, se parte de la formulaciéon fuerte del problema,
se deduce su formulacién débil y posteriormente se introduce la aproximacion de
Galerkin sobre espacios finito-dimensionales de elementos lineales.

A partir de esta construccién, se estudia un ejemplo con solucién exacta conocida, lo
que permite comparar la aproximacién numérica obtenida con la solucién analitica
y analizar el comportamiento del error en las normas L*(D) y H'(D) al refinar la

malla. De este modo, ademas de ilustrar la implementacion del método, se verifica
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experimentalmente el orden de convergencia esperado para elementos finitos lineales.

Los cédigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [31].

3.2.1. FEM para solucion de la ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson se utiliza para describir la distribucién de un campo escalar,
como la temperatura, la densidad de carga eléctrica o el potencial gravitatorio, en
un dominio espacial determinado, es decir, se utiliza para abordar problemas de di-
fusién, dispersion, potencial eléctrico, potencial gravitatorio, transferencia de calor y
muchas otras situaciones en las que se necesita modelar la propagacion o distribucién

de una cantidad fisica en un espacio, ver [6].

Consideremos asi el siguiente problema de Poisson,

Encontrar v : D C R? — R tal que:
(S) —Au = f(x), paratodoz € D, (3.38)
u(z) = g(x), paratodo z € dD.

Observe que —Au = f(z) es equivalente a —0%u — 8§u = f, luego, multiplicando

por una funcién de prueba v(z,y) € V = H}(D) e integrando sobre el dominio se
/(—@fu — dyu)v :/ fu. (3.39)
D D

—/Dajjuv—/Dajuv:/Dfu. (3.40)

Integrando por partes la ecuacion 3.40 y considerando v = 0 en 9D, se obtiene lo

/&CU 8xv+/8yu8yv:/ fo. (3.41)
D D D

La formulacién débil del problema es,

obtiene,

Esto es

siguiente

)
Encontrar v : D — R tal que:

/ VuVov = / fv, para todo v € Hy(D),
D D

u(x) = g(x), paratodo z € 0D,

(3.42)

v(x) =0, paratodox € dD.
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Luego la formulacion de Galerkin es de la siguiente forma

Encontrar u(z) € Py (T") tal que

(G) = / VuVu = / fv, wv(x) € PH(T), (3.43)

g(x), paratodo x € dD.

La representacion de la solucién a este problema es de la forma u(z E a;pi(x

donde «; son las constantes a determinar.

Teniendo en cuenta lo anterior, a continuacion se presenta un ejemplo del problema

de Poisson, junto con su solucién numérica.
Ejemplo. Con base en lo anterior, consideremos el siguiente problema

Encontrar u : D = [—1,1] x [-1,1] — R tal que:
2

(S){ — div (Vu) = % Cos <7T2—I) Cos (%) , (3.44)

u(z,y) =0, para todo (z,y) € OD.

Puesto que k(z) = 1, el problema presenta un coeficiente de difusién homogéneo,
lo que lo convierte en un caso especialmente adecuado para ser resuelto mediante
el método de elementos finitos (FEM). Ademas, se conoce que la solucién exacta
del problema planteado en la expresién 3.44 es u(z,y) = cos (W;) coS <%y> .
Esta solucién exacta se utilizard como referencia para comparar y evaluar la
eficacia del método numérico empleado. En la Figura 3.6 se presenta la solucion
numérica n = 50, donde n denota el nimero de divisiones de la malla en cada

direccion espacial.
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Solucion con n = 50 Visualizacion 3D

0.8
0.5

0.6
-~ 0

0.4

-0.5 0.2
-1

-1 0 1

Figura 3.6: Solucién numérica del problema de Poisson obtenida con FEM sobre
una malla méds fina (n = 50). Implementacién en [32] y visualizacién realizada
en [30].

En la Figura 3.7 se muestra la visualizacion de la solucién exacta del problema.

1 Solucion con n = 50 Visualizacion 3D

Figura 3.7: Solucién exacta del problema de Poisson. Implementacién en [30]

Asi, los errores de las soluciones numéricas para diferentes triangulaciones del

dominio en las normas Ly(D) y H'(D) son las presentadas en la Tabla 3.1.
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Ntimero de tridngulos  h (u.a.) Ly Error  H' Error
90 0.565685 0.0961235 0.267747
128 0.353553  0.0382437  0.168244
242 0.25713 0.0203404  0.122553
392 0.202031 0.012587  0.0963562
278 0.166378  0.00854703  0.0793797
800 0.141421  0.00617968 0.0674865
1152 0.117851  0.00429391 0.0562478
1568 0.101015 0.0031558  0.0482171

2048 0.0883883  0.0024167  0.0421926
2592 0.0785674  0.00190979  0.0375061
3200 0.0707107  0.0015471  0.0337566
4050 0.0628539 0.00122252  0.0300067
2000 0.0565685 0.000990311 0.0270065
6272 0.0505076 0.000789518 0.0241134
7688 0.0456198 0.000644131 0.0217801
9248 0.0415945 0.000535493 0.0198585
10952 0.038222  0.000452188 0.0182485
12800 0.0353553 0.000386911 0.0168799
14450 0.0332756 0.000342736 0.0158871
16200 0.031427  0.000305715 0.0150045

Cuadro 3.1: Errores de la solucién numérica para distintas mallas.

A partir de los datos de error obtenidos para distintas triangulaciones, en la
Figura 3.8 se estudia experimentalmente la tasa de convergencia del método.
Para ello, se representan los errores en normas L? y H' respecto al tamaiio de

malla h, tanto en escala lineal como en escala log-log.




56 e Difusién con interfase suave

Error en norma L? vs. h Error en norma H! vs. h

0.1 0.3
0.08! 0.25+
5 = 0.2r
= 0.06¢ =
f T 0.15
0.04+
= = 04y
0.02+ 0.05}
0 - - 0 - -
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
h h
| Convergencia en L?, orden ~ 1.9936 Convergencia en H', orden ~ 0.9982
10 T T o
~ - -1
= 10-2 = 10
S S
| |
= 103 2
—— |ju— w12 —— [[u—w|m
Ajuste loglog < Ajuste loglog
10% ‘ 102 ‘
10" 10° 10" 10°
h h

Figura 3.8: Errores de aproximacion del metodo de elementos finitos lineales P1
para la ecuacion de Poisson en el cuadrado unitario. La fila superior muestra
los errores en normas L? y H' en funcion de h en escala lineal, mientras que la
fila inferior los presenta en escala log-log con sus ajustes lineales, evidenciando
ordenes de convergencia aproximados de O(h%%3%) en L? y O(h%%%?) en H'.

Los resultados numéricos muestran que los errores en normas L*(D) y H'(D)
decrecen de manera sistematica a medida que la malla se refina, lo que confirma
la consistencia del método. Ademas, las pendientes observadas en la escala log-
log indican érdenes de convergencia aproximados de O(h?) en la norma L?(D) y
de O(h) en la norma H'(D), en concordancia con la teorfa cldsica para elementos
finitos lineales. En consecuencia, este ejemplo no solo ilustra el funcionamiento
del FEM en un problema de difusién homogénea, sino que también proporciona

una validaciéon numérica de la implementacién realizada.

3.3. Difusion con interfase suave

En este capitulo se presenta como se soluciona el problema que modela el flujo sobre
un dominio con dos fases, para mas detalles de esto ver [33].
Se considera un dominio D C R?, abierto, sin incluir la frontera y acotado, y ademads

con frontera suave dividida en dos partes por una interfase I' , dicha interfase es una
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curva suave que completa el dominio Dy U Dy UT (ver Figura 4). En el dominio ya

mencionado se desea resolver el siguiente problema,

Encontrar v : D — R tal que

—Au = f en Dy U Dy, (3.45)
uw=20en 0D,
donde
Uy, €n Dla
U= (3.46)
Ug, en Dy,
y también
up = uz, en I,
P (3.47)
Opty — Opig = —Ayu en T,
donde A;u el laplaciano tangencial de v en I'.
Combinando toda la informacién del problema se tiene
(Encontrar u: D —s R tal que
—Au = fen Dy U Ds,
(9) uy —ug =0, en I, (3.48)
Opt1 — Opug = —Ayu en T,
u=0en dD.

\

Asi el dominio descrito en el problema es presentado en la Figura 3.9.
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D, P
%
n
Do

Figura 3.9: Dominio con interfase suave.

Es 1til considerar la formulacion débil de dicho problema, consideremos el espacio
Hi (D), [33]. Multiplicamos por una funcién de prueba v para hallar la forma débil
del problema, se tiene

—Auv = fo. (3.49)

—/ Auy = / fu. (3.50)
D D
Integrando por partes se tiene

[ vuvo— [ A= [ g (3.51)

ademads (integrando por partes)

Integrando sobre el dominio D

_ /F Apuw — /F ViV = /F (Vu.T)(Vo.T). (3.52)

o /D VuVu + /F (Vu.T)(Vo.T) = /D fo, (3.53)

y de esta forma, se tiene que la formulacion débil del problema es la siguiente:

Encontrar u € Hy (D) tal que:

(W) / VuVu + / ViV = / fv. para todo v € Hy(D), (3.54)
D r D

v(a) =v(b) = 0.
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3.3.1. Resultados numéricos

Ya vimos como se modela un problema de difusion con dos fases. Resolvamos ahora

el siguiente problema.

Ejemplo. Consideremos D = [0, 1] x [0,1] C R?, dicho dominio se quiebra en
r: {(t,%) € R?: 0 <t < 1} dividiendo a D en dos fases, Dy y Do,

asi D = D1 U Dy UT, ver Figura 5, y se tiene que el modelo de difusion es el

siguiente
Encontrar v : D — R tal que
—Au=1en D1 U DQ, (355)
u=0en 0D,
donde
Uy, €n Dla
u = (3.56)
U2, €1 D27
y
U = U, en I,
S (3.57)
&nul — anu2 = —AFU.

El dominio de dicho problema es ilustrado en la Figura 3.10.

D

D,

S|y
~l
~

D,

Figura 3.10: Dominio D = [0, 1] x [0, 1] con una interfase suave.
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Previamente ya vimos que la formulacién débil del problema es la siguiente

Encontrar v :D — R tal que

() /D VT /F (Vu.T)(Vo.T) = /D I (3.58)
v(a) =v(b) =0.

Para la discretizacion del dominio se emplea una triangulacion base controlada
por el parametro n, el cual determina el niimero de subdivisiones utilizadas en
la construccion de la malla sobre la frontera exterior 0D. De manera anéloga, la
interfase I' se discretiza mediante ng puntos (o, equivalentemente, ng segmentos)

con el fin de capturar adecuadamente la geometria de la curva y evaluar con

mayor precision el término de linea [ (Vu - T)(Vov - T). En los experimentos
r

numeéricos se toma ng = 4n.

En la Figura 3.11 se presenta la malla correspondiente para n = 10 y ng = 4n,

y en la Figura 3.12 se muestra la solucién numérica obtenida.

Malla del dominio D = [0, 1] X [0, 1] con interfase I

D

MNAVAVAVAVAY
A VAVAVAVANAS
%%Yé%“?%%'%‘
Wi
- 05 KL/

0.8

AV

0.7

-
N\
\ >
/

¢A

0.6

QN7

4%,§
AN

N

A§>

ﬁ?
VA

AVaY;
\V,
%V

|
SVAVAYAYAVVAVATS
KSR

NN ZVAVANAVATANZATAY
AARRE
N AN AN AN AN

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

A
e

</

0.4 F

NVAV,

<N\
3]
v,
<
%

0.3

0.2

0.1

Figura 3.11: Malla de elementos finitos asociada al dominio D = [0,1] x [0, 1]
con interfase suave I', para n = 10 y ng = 4n.
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Solucion numerica u(x, y)

Superficie 3D de u(x, y)

0.04
0.8
0.04 0.03
0.6 '
. = 0.02
04 0.02
0
0.2 1 1 0.01
0.5 05
0 0 0 0
0 0.5 1 y X

X

Figura 3.12: Solucién numérica u(z,y) del problema de difusién en D con con-
diciéon de Dirichlet homogénea en 0D, para n = 10 y ng = 4n.

A continuacién se repite el experimento numérico incrementando la resolucién de
la malla base a n = 20 y conservando la relacién ng = 4n para la discretizacion
de la interfase. En la Figura 3.13 se muestra la malla correspondiente y en la

Figura 3.14 la soluciéon numérica obtenida.

Malla del dominio D = [0, 1] X [0, 1] con interfase I"

0.9

0.8

0.7

0.6

=~ 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

X

Figura 3.13: Malla de elementos finitos asociada al dominio D = [0,1] x [0, 1]
con interfase suave I', para n = 20 y ng = 4n.
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Solucion numerica u(x, y)

1 Superficie 3D de u(x, y)
0.04 0.04
08 0.04
0.03 ' 0.03
0.6
- = 0.02
0.4 0.02 0.02
0
0.2 0.01 0.01
0 0 ' 0
0 0.5 1

—_

X

Figura 3.14: Solucién numérica u(z,y) del problema de difusién en D con con-
diciéon de Dirichlet homogénea en 0D, para n = 20 y ng = 4n.




4. Laplaciano de un grafo

En este capitulo se introduce el Laplaciano combinatorio de un grafo y se estudian
algunas de sus propiedades fundamentales, asi como su relacion con las aproximacio-
nes por diferencias finitas del operador de Laplace en el plano [34, 35]. En particular,
se construye el Laplaciano asociado a los grafos que aproximan la curva de Koch y
se define la correspondiente forma de energia discreta [14, 17, 28]. Posteriormente,
se analiza la extensién armonica de minima energia entre niveles consecutivos, la
reduccion matricial mediante el complemento de Schur y la determinacién del factor
de contraccién y de la constante de renormalizacién [14, 17, 36]. Por tltimo, se estu-
dia el comportamiento limite de las energias renormalizadas, la medida autosimilar
sobre la curva de Koch y los espacios de funciones de energia finita necesarios para

formular débilmente el operador Laplaciano sobre el fractal [15, 16, 19, 37].

4.1. Aproximacion discreta del Laplaciano en el

plano

Definicién (Aproximacién discreta del Laplaciano en el plano). Sea z = (21, x2) €
R2. Recordemos que, para una funcién f : R> — R, el operador de Laplace en

el plano esta definido por

_0*f 0*f

Af(x) = 8—93%(56) + a—x%(l‘)-

Las derivadas parciales de segundo orden pueden aproximarse mediante diferen-

cias centradas. En particular,

g%”(x)zm (£(e+2) -2/@ + £ (= - D)),




64 e Aproximacion discreta del Laplaciano en el plano

donde k representa un parametro de escala. De manera semejante,

Zixg(:z:)zk2 (f (x—i—e—]j) —2f(x)+f(x—e—]j)>.

Donde ¢; = (1,0) y ez = (0,1) los vectores de la base canénica de R?. Asf la

ecuacion discreta para el Laplaciano es la siguiente

k k

e X (1))

z€{te1,Tea}

k k

Donde A f(z) — Af(x) cuando k — oo.

En particular, tomando k£ = 2", con n € N, se obtiene una familia de aproximaciones

{Aan},5, del operador de Laplace.

Al reescalar por el factor k? = 4" y reorganizar los términos de la suma, se tiene

4D f(r) =Y f<x+2in) - > 1)@ @y

z€{te1,+es} z€{te1,+es}

En la expresion anterior, el primer término corresponde a la suma de los valores de

la funcién en los vértices vecinos de z. Esta suma puede escribirse como

> f(et o) =D fw),

z€{ter,+es} Yy~

donde y ~ =z indica que y es adyacente a z, es decir, que ambos vértices estan

conectados por una arista.

Por otra parte, el segundo término de la ecuacién (4.1) representa el nimero de
vértices adyacentes a . En una malla regular del plano, cada vértice interior posee

cuatro vecinos.

Af(g;)zAkf(x)::k?(f(wﬂ)+f(x—ﬂ)+f(a:+?)+f(x—e—2)—4f(x)).
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m
3]

T+

£

Ell

?H
e

Figura 4.1: Vecindad del nodo x en una malla regular de paso 1/k. Elaboracién
propia. Inspirado en [17].

Los fractales autosimilares pueden aproximarse mediante una sucesién de conjuntos
V,,, donde cada V,, esta formado por una cantidad finita de vértices. A su vez, cada
uno de estos conjuntos puede interpretarse como un grafo, en el cual W, representa

el conjunto de aristas.

El proposito es definir una aproximacién del Laplaciano sobre cada uno de los grafos
(V,,, W,,), siguiendo la analogia con el operador de Laplace en R% En cada grafo,
el Laplaciano puede formularse de manera semejante al lado derecho de (4.1). Sin
embargo, la eleccion de la constante de renormalizacién, que en el caso de la malla

regular corresponde al factor 4", requiere un estudio adicional.

4.2. Laplaciano de un grafo

En esta seccién se introducen algunas nociones basicas de teoria de grafos y se define
el operador Laplaciano discreto.

Sea G = (V, E) un grafo, donde V' = {vy,vs,...,v,} es el conjunto de vértices y F
es el conjunto de aristas. Para v,w € V, se escribe v ~ w si existe una arista que
conecta a v y w, es decir, si {v,w} € E. Véase [35].

A continuacién se define la matriz de adyacencia asociada a un grafo.
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Definicién (Matriz de adyacencia). Sea G = (V, E) un grafo con n vértices. La

matriz de adyacencia asociada a G es la matriz Ag = [a;]},;—,, definida por

1, siwv; ~w;
) 7 7
Q5 = (42)
0, en otro caso.

Ahora se introduce la matriz diagonal de grados.

Definicién (Matriz de grados). Sea G = (V, E) un grafo con n vértices. Se

define la matriz de grados Do = [dy;]7,—; por

deg(v;), sii=j,
d; = g(v:) J (4.3)
0, sl 4 # J,

donde deg(v;) = [{w € V' : v; ~ w}| es el grado del vértice v;.

A continuacién se presenta un ejemplo de la matriz de adyacencia y de la matriz de

grados asociadas a un grafo.

Ejemplo. Consideremos el grafo presentado en la Figura 4.2.
oy
4

‘\4/1\ / \)

N4 A4

Figura 4.2: Grafo etiquetado con 3 vértices y 4 aristas.

La matriz de adyacencia y la matriz de grados asociadas a este grafo estan dadas

por

(4.4)

D
Q
\
— = =
o O =
o O =
Q
\
o O W
S = O
= O O

Con estas matrices se define el Laplaciano del grafo.
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Definicién (Laplaciano de un grafo). Sea G = (V| E) un grafo. El Laplaciano

(combinatorio) asociado a G se define como

Ag = D¢ — Ag. (4.5)

Las definiciones de matriz de adyacencia, matriz de grados y Laplaciano combinatorio
empleadas en esta seccion siguen la notacion usual de la teoria espectral de grafos;
véase [35].

En el caso del conjunto autosimilar de la curva de Koch ¥, se considera una sucesion
de aproximaciones {V,}>°, donde cada V;, es un conjunto finito de vértices. Deno-
tamos por %, el grafo asociado a V,, y por G,, = (V,,, E,,) el grafo correspondiente a

dicha aproximaciéon. Para cada n se define el Laplaciano discreto ﬁn =Ag,, .

4.3. Energia asociada al Laplaciano en la curva de
Koch

Sea G, = (V,,, E,) el grafo asociado con la aproximacién de nivel n de la curva de
Koch. El conjunto V,, contiene los vértices de la curva poligonal, mientras que F,
esta formado por las aristas que unen vértices consecutivos.

Para dos funciones u, v : V,, — R, se define la forma bilineal de energia por

Ealu,v) = Y (ul@) —u(y) (v(z) —v(y)). (4.6)

{z,y}€E,

En particular, la energia de una funcion u : V,, — R esta dada por

En(u) =& (u,u) = Z (u(z) — u(y))2 (4.7)

{x,y}EEn

Si U y V son los vectores que contienen los valores de u y v en los vértices de V,,,

respectivamente, entonces

gn(u, v) = UTAGn 74

donde Ag, es la matriz del Laplaciano del grafo G,,.
Para determinar la relacién entre las energias de dos niveles consecutivos, considere-

mos inicialmente los grafos G y GG;. El conjunto inicial esta formado por los extremos
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Vo = {ap, a1}, unidos por una tnica arista, ver Figura 4.3.

By = u(ys)

ay = H(xy) By = u(y) B3 = u(ys3) @y = u(x,)

Figura 4.3: En la curva de Koch, u(x;) = «;, donde z; € V,,, y u(y;) = B;, para
Yj € Vi \ Vi, con i € {07 1} yJE {17273}

Sean u(ag) = g, u(a;) = aq. La energfa en el nivel inicial es
Eo(u) = (o — ay)?. (4.8)

En la primera aproximacion de la curva de Koch aparecen tres nuevos vértices

by, by, b3, ordenados a lo largo de la curva de la forma
aoNblenggNal.

Denotemos

u(br) =B, ul(be) =P, ulbs) = Ps.
Por tanto, la energia correspondiente al nivel 1 es
Ei(u) = (ag — B1)2 + (Bi — B2)? + (Bs — Bs)* + (85 — ). (4.9)

Una funcion definida en Vf admite diferentes extensiones a V;. Entre ellas, se consi-

dera la extensién que minimiza la energfa (4.9).

Proposicién 4.1. Sean ag, a; € R. Entonces

~ 1
inf & = —(ap — a1)% 4.10
61,6 Bo€R 1(u) 4(&0 o) D)
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Ademas, el minimo se alcanza de manera tinica cuando

. 3060 + oy

51* 4 9

Qg + o Qo + 30(1

By =

Demostracién. Consideremos la funcion

F(B1, B2, 85) = (ag — Br1)* + (B1 — B2)* + (B2 — B3)* + (B3 — a1)*.

Los puntos criticos se obtienen al resolver

OF
B

0, i=123.

De esta manera se obtiene el sistema

261 — B2 = ay,
—B1 4+ 28, — s =0,
—B2 + 283 = a;.
La solucién de este sistema es
6_30604‘0(1 ﬂ_Oéo—i‘al 6_@04‘30(1
1 — 4 ) 2 — 2 ) 3 — 4 .

Como F' es una funcién estrictamente convexa respecto a (31, B2, O3, este punto
critico corresponde al inico minimo global.

Ademas, para la extension minimizante se cumple

Qp — O

ay—B=p—B=F—B=0—a = 4

Por consiguiente,

lo cual demuestra el resultado. O]
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De las ecuaciones (4.8) y (4.10) se obtiene

~ 1~
min 81(“) = ZEO (U‘Vo) .

La misma relacion se presenta al pasar de cualquier nivel n al nivel n + 1, debido a

que cada arista de (G, se reemplaza por una cadena formada por cuatro aristas en

Gn.1- En consecuencia, para toda funcién v : V,,; 1 — R,

Er(u) > }lé} (uly. ) (4.12)

La igualdad se alcanza cuando, sobre cada arista de GG,,, los valores en los tres vértices
nuevos estan dados por la extensiéon de minima energia (4.11).

A partir de (4.12), se introducen las energias renormalizadas
Enlu,v) = 4", (u,v), (4.13)

y, en particular,

Ealu) =4 D (ul@) —uly))”. (4.14)

{zy}€E,

Por lo tanto,
gn+1(U) Z gn (U,

Vn)’

Asi, para una funcién u : V,, — R, la sucesién {€,(u)},>0 es monétona creciente y

se puede definir la energia sobre la curva de Koch mediante

E(u) = lim &,(u), (4.15)

n—o0

siendo posible que este limite tome el valor oco.

4.4. Forma matricial y constante de renormaliza-

Ld

cion

Denotemos por A,, = Ag, la matriz del Laplaciano asociada con el grafo G,,. Para

comparar los niveles n y n + 1, se ordenan los valores de una funcién v : V,,;; - R

(1)

mediante el vector
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donde 8 = (u(y))yevn+1\vn, o= (u(az))xevn.

De acuerdo con esta particiéon, la matriz A, ,; puede escribirse por bloques como

Bn CTL
Ay = (q{ Dn> . (4.16)

Por tanto, gn+1(u) =B"B,B+28TC,a + o' D,a.
Fijados los valores a en V,,, se buscan los valores § que minimizan la energia. Al

derivar respecto a f3, se obtiene

B,g+ Cpa = 0.
Como B, es invertible, la extensién de minima energia satisface
B =-B,'Cha. (4.17)
Al sustituir (4.17) en la expresién de la energia se obtiene
mﬁin Enir(u) = a’ Sy, (4.18)

donde
S,=D,—-CI'B'C, (4.19)

es el complemento de Schur asociado con los vértices nuevos.

Para determinar explicitamente esta matriz, consideremos el paso del nivel 0 al nivel

1. La matriz del Laplaciano del grafo inicial es

1 -1
Ay = (_1 ; ) . (4.20)

T
En el nivel 1, tomando el orden U = (ﬁl By B3 a1> , la matriz del Lapla-

clano es

2 -1 0 -1 0

0

Ai=10 -1 2 0 -1]. (4.21)
1
0
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La descomposicién por bloques de (4.21) estd dada por

By=|-1 2 -1]1, Co=10 0|,

La inversa de By es

(32
351_1242
123

En consecuencia, la ecuacién (4.17) toma la forma

lo cual coincide con la extensién de minima energia obtenida en (4.11).

Por otra parte,

Sy = Dy — C{ By Cy

()46 )

Por tanto,
So = —Ap. (4.22)

Esta relaciéon no depende de la orientacion de las aristas, sino de la estructura del
grafo. Como cada arista de (G, se sustituye por una cadena de cuatro aristas en G, 1,
el mismo calculo puede aplicarse localmente sobre todas las aristas del nivel n. De

este modo,
1
S, = ZA”' (4.23)

La constante de renormalizacién puede obtenerse mediante el problema de valores
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propios generalizado
Apa = AS,a. (4.24)

Usando (4.23), se tiene A,a = 3 A0

Para o ¢ ker(A,), se concluye que A = 4.

Asi, el factor de contraccién de la energia entre dos niveles consecutivos es p = %1,
mientras que la constante de renormalizacién correspondiente es r = p~! = 4.

Asi, las matrices laplacianas renormalizadas se definen por
L,=4"A,. (4.25)

Esta eleccién es consistente con las energias renormalizadas definidas en (4.13) y

garantiza la compatibilidad entre las aproximaciones de niveles consecutivos.

Como consecuencia de la renormalizacién anterior, para toda funcién u : Vo — R,
la sucesion {&,(u, u)},>o es creciente. Por esta razén, se define la energia asociada a
u sobre la curva de Koch mediante

E(u,u) = lim &,(u,u),

n—o0

teniendo en cuenta que este limite puede ser infinito.

Ademas, si para algun nivel n se cumple

En(u,u) = 4" Z (u(z) — u(y))2 =0,

{z,y}€En

entonces u(x) = u(y) para cada par de vértices adyacentes {z,y} € E,. Como el
grafo (G,, es conexo, se concluye que u es constante sobre V,.

Se considera entonces el espacio de funciones de energia finita
H'={u:Ve =R : E(u,u) < +oo}.

Asimismo, se introduce el espacio cociente H! = H'/R, donde se identifican las
funciones que difieren tinicamente en una constante. Ver [17].

Las funciones de energia finita son uniformemente continuas sobre V,, y, en conse-
cuencia, admiten una unica extensién continua a la curva de Koch . Ademas, la
forma bilineal obtenida como limite de las energias renormalizadas define un pro-

ducto interno sobre H}, respecto del cual este espacio es completo. Ver [17].
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4.5. Forma débil de operadores diferenciales

En esta seccién se introduce la formulacion débil del operador Laplaciano sobre la
curva de Koch. Para ello, se define primero una medida autosimilar sobre el fractal
y, posteriormente, se relaciona esta medida con la forma de energia construida en las

secclones anteriores.

4.5.1. Medida autosimilar sobre la curva de Koch

Sea ¥ la curva de Koch generada por las cuatro contracciones fy, f1, fo, f3, de manera

que
3

> ={JA(®).
1=0

Consideremos cuatro valores positivos

3
Po, D1, P2, p3 > 0, Zpi =1.
1=0

Una medida de probabilidad p sobre ¥ se denomina autosimilar si satisface

u(A) = Zpi u(fi(A) (4.26)

para todo conjunto medible A C ¥..
En este trabajo se considera la medida autosimilar estandar, para la cual las cuatro

partes de la curva tienen el mismo peso. Por tanto,
1 .
pi:ZJ 120717273'

Sea w = (wy,ws,...,w,),w; € {0,1,2,3}, una palabra de longitud |w| = n, y
denotemos

fw:fw1ofwzo"'ofwn'

La celda de nivel n asociada a w esta dada por 3, = f,,(¥). Para la medida estdndar

se cumple

p(S0) = p(fu(X) =47" (4.27)

En consecuencia, para una funcién continua g : ¥ — R, la integral respecto a la
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medida autosimilar puede obtenerse como
/E gdp=1lm 3 g€)n(S). &€ D (4.28)

|lwl=n

Como cada celda ¥, tiene dos extremos, se puede tomar como aproximacién del
valor de g en Y, el promedio de sus valores en dichos puntos. Si ag y a; son los

extremos de la curva, se obtiene

/ngu = 7}5&% Y [9(fulao)) +g(fular)] 47 (4.29)

lw|=n

Esta expresion induce una medida discreta v, sobre el conjunto de vértices V,,. Los
vértices interiores pertenecen a dos celdas adyacentes, mientras que los extremos ag

y a; pertenecen a una sola celda. Por tanto,

47 eV \ W,
vp(z) = 1 (4.30)
54—n’ x € ‘/E]

De este modo, la integral discreta de g sobre el grafo GG,, puede escribirse como
n 1
/ gdv, =Y gla)vu(z) =4 > gla)+ 3 > )] (4.31)
n zEVy, 2€Va\Vo z€Vp

Para toda funcién continua ¢ : ¥ — R, estas integrales discretas convergen a la

integral respecto a la medida autosimilar:

/gdu: lim gdv,. (4.32)
b)) Vn

n—oo

4.5.2. Foérmula de integracién por partes

Para una funcién u : V,, — R, definimos el Laplaciano combinatorio con la convencién

de signo del Laplaciano continuo mediante

Ayu(z) = Z (u(y) — u(z)), x €V, (4.33)

Yy~ nT

donde y ~,, z indica que = y y estan unidos por una arista en el grafo G,,.
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Con esta convencién, la forma bilineal no renormalizada satisface

En(u,v) = — Z A u(z) v(z). (4.34)

En efecto, al reunir las contribuciones correspondientes a los dos extremos de cada

arista, se obtiene

- Rulap@ = Y (ul@) - u) (vlz) — o).

z€Vn {z,y}eEn,

Recordando que la energia renormalizada estd dada por
En(u,v) =4"E,(u,v),
se define el Laplaciano renormalizado por

Ayu(r) = ——=Ayu(z). (4.35)

Entonces,

—/ Ayuvdy, = — Z Ayu(z)v(z)v,(x)

IEVn

= —4" Z Anu(z)v(z)

eV,

= &n(u,v).

Por consiguiente, se obtiene la formula discreta de integracion por partes

En(u,v) = —/ Apuvdyy,. (4.36)

Para los vértices interiores « € V,, \ Vp, la expresion (4.30) implica que v, (z) = 47",

Por tanto, en dichos vértices,

Anu(z) =16" Y (u(y) — u(z)). (4.37)

Y~nx
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1
En los extremos x € Vj, la medida es v,(z) = 54_", por lo que
Ayu(x) =2-16" Z (u(y) — u(z)).
Yy~nZ

Sin embargo, estos valores no intervienen en la formulacién de Dirichlet cuando las

funciones de prueba se anulan sobre Vj.

Sea & la forma bilineal limite asociada con las energias renormalizadas. Se dice
que una funcién © € H' pertenece al dominio del Laplaciano si existe una funcién

continua f : Y — R tal que
E(u,v) = — / fudu (4.38)
)

para toda funcién v € H' que se anula en V5. En este caso, se define Ayu = f.

De esta manera, la formula de integracion por partes sobre la curva de Koch queda

expresada como

E(u,v) = —/2Aguvdp. (4.39)

4.5.3. Formulacién del problema de Dirichlet

Sean Vi = {ap, a1} los extremos de la curva de Koch y sea ¢g : ¥ — R una funcién

dada. Consideremos el problema

{—Agu(x) =g(x), ze€X\V, (4.40)

u(z) = h(x), =€V,

donde h : Vj — R determina los valores prescritos en los extremos.

Se define el espacio de funciones de energia finita que se anulan en la frontera por
Hy(2) = {ve H'(X) : v(ag) = v(a;) =0} . (4.41)
Asimismo, se considera el espacio afin
H(X) = {ue H'(Y) : u(z) = h(z) para todo z € Vp}. (4.42)

Al multiplicar la primera ecuacién de (4.40) por una funcién v € H}(X), integrar
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respecto a la medida autosimilar y aplicar (4.39), se obtiene

E(u,v) :/gvdp.
s

Por tanto, la formulacion débil del problema de Dirichlet consiste en encontrar
u € HE(Y) tal que

E(u,v) = / gudpu, para todo v € Hy (). (4.43)
b
En el caso de condiciones homogéneas, es decir,
h(ag) = h(ay) =0,
el problema se reduce a encontrar u € H}(2) que satisfaga

E(u,v) = / gudu, para todo v € Hg(X).
K



5. Difusion en el fractal de la curva
de Koch

En este capitulo se construye una aproximacion numérica del problema de Dirichlet
definido sobre la curva de Koch mediante el método de elementos finitos. Para ello,
el problema formulado sobre la curva limite se aproxima mediante la sucesién de

prefractales {3 }r>0, formados por segmentos de recta.

Sea ¥ la curva de Koch y sea Vi = {ag, a1} el conjunto formado por sus extremos.
Dadas las funciones
g:2 — R, h: Vo — R,

se considera el problema de Dirichlet

{—Agu(x) =g(x), zeX\W, (5.1)

h(z), x=e€l.

u(z)

La formulacién débil obtenida en el capitulo anterior consiste en encontrar u €
H(X), con u = h sobre Vj, tal que

E(u,v) = / gudu, para todo v € Hy(X), (5.2)
s

donde u es la medida autosimilar sobre ¥ y

Hy(2) = {ve H'(D) : v(ag) = v(a;) =0} .

Para aproximar el problema (5.2), se considera el prefractal ¥, representado me-
diante el grafo Gy = (V, Ex), donde Vj, es el conjunto de vértices y Ej, estd formado

por las aristas que unen vértices consecutivos.

En el nivel k, el nimero de aristas, el niimero de vértices y la longitud de cada arista
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son, respectivamente,

#E), = 4%, HV, =441, 4, =37" (5.3)

En consecuencia, la longitud total del prefractal > estda dada por

Ly = 4F37F = (g)k (5.4)

5.1. Formulacion de Galerkin sobre el prefractal

Se define el espacio de funciones continuas y lineales por partes sobre las aristas de

>, mediante

P* = {v, € C(Zk) : vi|e € Pi(e) para toda e € Ey}. (5.5)

Cada funcién v, € P* queda determinada por sus valores en los vértices de Vj,. Se

consideran ademas los espacios

Py = {Uk € P*: up(ag) = vp(ar) = 0} (5.6)

PF = {uv; € P*: vy(2) = h(zx) para todo z € V; } . (5.7)
Dada g : ¥ — R, se denota por g; € P* su interpolante nodal sobre Y, definido por
gr(x) = g(z), con x € Vi. Por tanto, g es lineal sobre cada arista del prefractal.

Sea uy la medida de probabilidad definida sobre ¥; que asigna a cada arista
e € Ej, lamasa py(e) = 47%. Esta medida constituye una aproximacién de la medida

autosimilar p sobre la curva de Koch.

La formulacién de Galerkin consiste en encontrar u;, € PF tal que

Er(ug,vg) = / Gk Uk dfi, para todo vy, € PY. (5.8)
Xk
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5.2. Elementos finitos sobre las aristas de la curva
de Koch

A continuacién se presenta la aproximacién por elementos finitos sobre las aristas
que conforman el prefractal ;. Para ello, las funciones del espacio P* se consideran
lineales en cada segmento de la curva poligonal, lo que permite expresar la energia
mediante derivadas respecto a la longitud de arco. Luego, se establece la relacién

entre esta energia y la medida autosimilar definida sobre la curva de Koch.

5.2.1. Forma bilineal sobre las aristas

Para u, v, € P*, se introduce la forma bilineal

duy, dv
R S (59)
[

(oren, ol ds ds

donde s representa la longitud de arco y v} es la medida de longitud sobre las aristas

de 3. En consecuencia, dv} = ds.

Sean z,y € Vj, dos vértices adyacentes. Como wuy y v son lineales sobre el segmento

[z, y], se tiene

dug  u(y) — ug(z) dvp  vg(y) — vk(x)

ds gk ’ E N gk

Por tanto,

/ dug dvg (ur(y) — ur(@)) (ve(y) — vi(2))
(z.,9] ds ds U ‘

Como £}, = 37%, resulta

ED (o) =35 D (@) — () (vl@) — vi(y)). (5.10)

De acuerdo con la energia renormalizada obtenida en el capitulo anterior,

En(uy, vy) = 4" Z (ur(z) — un(y)) (vi(z) — vi(y)).

{z,y}E L)
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Comparando esta expresién con (5.10), se obtiene

4

Sk(uk,vk) = <§> 5,&1)(uk,vk). (511)

5.2.2. Relacion entre la medida autosimilar y la medida de

longitud

Cada arista del nivel k tiene longitud 37%, mientras que la medida autosimilar asigna

una masa 4~% a cada celda. En consecuencia, sobre ¥ se define

3 k
dpe = <1> dv}. (5.12)

En efecto, si e € Ej, entonces

ale) = G)ku;(e) - @3 e

3 k
/gkvkduk:<1> / gr Vg AV} (5.13)
Ek Ek

Al reemplazar (5.11) y (5.13) en la formulacion de Galerkin (5.8), se obtiene

4\"* 3\"
(g) 5,51)(%7%) = (Z) / gk Uk dl/li
2k

A\
Multiplicando ambos lados por (g) , resulta

Por consiguiente,

16\" - .
n Ey (ug, v) = G U dvg. (5.14)
Py

De esta manera, la aproximacién mediante elementos finitos consiste en encontrar

16 k dukdvk
— — s = d 1
<9> Z /[z’y] ds ds S /Zkgkvk S (5 5)

para toda funcién v, € P}

ui € PF tal que
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5.3. Resultados numéricos en los prefractales

Para ilustrar la formulacion anterior, se considera el problema modelo

—Asu(z) =1, x € X\ V,
u(ao) = 1, (5.16)
u(ay) = 0.

En este caso, g = 1y, por tanto, su interpolante satisface g = 1 sobre cada prefractal.

Para cada nivel k, el problema se aproxima buscando u; € P*, con
ug(ag) =1, ug(ar) =0,

tal que

16\"

(5) Eél)(uk, V) = / vy ds, para todo vy € Pr. (5.17)
Xk

En las Figuras 5.1-5.4 se presentan las soluciones numéricas obtenidas mediante la

implementacion realizada en MATLAB [30]. En cada caso, a la izquierda se muestra

el prefractal ¥; y a la derecha la aproximacion de la solucién sobre sus vértices.

Aproximacion numérica de u(x, y) sobre la curva de Koch

Curva prefractal X,
0.4 1 PrETracta’ 2o

035 +

03}

0.25 r

u

0.15 +

0.1

0.05 f

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 5.1: Prefractal ¥y (izquierda) y aproximaciéon numérica de u sobre ¥ (dere-
cha).

1

0.9

0.8

10.7

10.6

10.5

104
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0.1

0

u
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Aproximacién numérica de u(x, y) sobre la curva de Koch 1

Curva prefractal X
0.4 : - 0.9
035 . 0.8
1
03} ] 107
025 - 08 — 106
~ 02} 06 105
=
0.15 1 04 104
0.1t ] 0.2 0.3
0.2
0.05 0
0 0.2
0 | | 0.1
0 02 04 06 08 1 0.5 0.1 .
x N 1 0 y
Figura 5.2: Prefractal 3, (izquierda) y aproximacion numérica de u sobre ¥y (dere-
cha).
Aproximacién numérica de u(x, y) sobre la curva de Koch 1
Curva prefractal X,
0.4 : ; 0.9
035 1 0.8
1
03t ] 107
0.8
0.25 | ] 106
= 02} 1 00 105
=
0.15 | : 04 104
0.1+ ] 0.2 0.3
0.2
0.05 | 0
0 0.2
0 - 0.1
0 02 04 06 08 1 0.5 0.1 .
X x 1 0 y

Figura 5.3: Prefractal ¥, (izquierda) y aproximacién numérica de u sobre ¥y (dere-
cha).
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Aproximacién numérica de u(x, y) sobre la curva de Koch

Curva prefractal X3
0.4 : .
0.35
1
03} 1 T
0.8
0.25 : T
0.6 ]
~ 02
=
0.15 | 0.4 ]
0.1} ] 02
I ] 0
0.05 o 0o
0 ' ' ' ' 0.1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.5 :
X X ) y

Figura 5.4: Prefractal 33 (izquierda) y aproximacion numérica de u sobre X3 (dere-
cha).

En todos los niveles considerados, la aproximacién satisface las condiciones prescritas
en los extremos,

ug(ag) =1, ug(ar) = 0.

Al aumentar el nivel k, se incrementa el nimero de vértices y, por tanto, el nimero
de grados de libertad empleados para representar la solucién sobre el prefractal.

En el nivel £ = 0, el conjunto de vértices coincide con Vi = {ag,a;}, por lo que
no existen grados de libertad interiores. A partir del nivel £ = 1, aparecen nuevos

vértices cuyos valores se determinan mediante la formulacién variacional (5.17).
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6. Difusion con interfase fractal de

la curva de Koch

El problema de difusién con interfase dada por la curva de Koch puede formularse

mediante el siguiente problema fuerte:

(Encontrar u :D — R tal que
—Au=f en Dy U D,

(5) up —us =0 en X, (6.1)
Opt1 — Opus = —Ayxu  en X,
\ u=0 endD,
donde
w1, en Dy,
u=14 ' (6.2)
U2, €n D27

y 2 denota la interfase fractal correspondiente a la curva de Koch.

El operador Ayxu representa el Laplaciano definido sobre la curva fractal X. Dado
que X no es diferenciable en el sentido clasico, dicho operador debe entenderse en el
sentido variacional, asociado a la forma de energia £ definida previamente sobre 3.

En la Figura 28 se ilustra el dominio D junto con la interfase X..
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—Auy = f Dy

i

—Aug = f Dy

Figura 6.1: Dominio con interfase dada por la curva de Koch.

Definimos el espacio funcional
V(D,Y) :={u € Hy(D) | uls € Hy(Z)}, (6.3)

ver [16]. Sea v € V(D, ¥) una funcién de prueba. Multiplicando la ecuaciéon —Au = f

por v e integrando sobre D, se obtiene

_/D(Au)vdx:/vad:c. (6.4)

Aplicando integracion por partes en los subdominios Dy y D5, y usando que v = 0
sobre 0D, se deduce

/ Vu-Vudr — /(&ml — Opug) vdus = / fodx. (6.5)
D ) D
Usando la condicién de salto impuesta sobre la interfase,

Optt; — Opis = —Axu  en X, (6.6)

se obtiene

/Vu~Vvdx—/Aguvdug:/fvdx. (6.7)
D = D

Finalmente, integrando por partes sobre la curva ¥ en el sentido variacional asociado



a la energia fractal, se tiene

—/Aguvdug:/vtu-vtvdug, (6.8)
b s

donde V; denota la derivada tangencial definida a través de la estructura energética

de Y. En consecuencia, la formulacion débil del problema queda dada por

Encontrar v :V(D,¥) — R tal que

(W) (6.9)
Vu-Vvdr+ [ Viu-Vwdus = | fode, YveV(D,X).
D > D

Consideremos ahora el siguiente lema.

Lema 6.1. El espacio V (D, ¥) es un espacio de Hilbert con producto interno

(R / T (6.10)
D

donde £ es la forma de energia asociada al Laplaciano fractal sobre X.

En virtud de este lema, la forma bilineal definida por
(u,v) —> / Vu-Vodr + E(ulg,v|x) (6.11)
D

es continua, simétrica y coerciva en V' (D, X). Por el Teorema de Lax—Milgram, existe

una tnica solucién u € V(D, X)) tal que
/ Vu-Vodr + E(uls,v|s) = / fodz, YveV(D,Y). (6.12)
D D

Para mas detalles, véase [38].

En consecuencia, la formulacién débil del problema de difusién con interfase fractal

dada por la curva de Koch puede escribirse de manera equivalente como

Encontrar u :V(D,¥) — R tal que
(W) (6.13)
/ Vu-Vvdr + E(ulg,v]s) = / fvdx, YveV(DX).
D D

En consecuencia, una formulacién débil natural del problema con interfase prefractal
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es:
Encontrar v :V (D, %,) — R tal que

1 n
/ Vu-Voudr + (56) V-V du / fvdez, Yo e V(D,X%,),
D P
(6.14)

(W)

donde dl/gg denota la medida de longitud sobre las aristas de .

6.1. Resultados numeéricos

En esta seccién se presentan las mallas empleadas para aproximar el problema de
difusion con interfase prefractal. Para evitar confusiones, distinguimos dos pardme-
tros: el indice n, que indica el nivel de iteracion de Koch y, por tanto, determina la
complejidad geométrica de la interfase X,,, y el parametro k, que controla el refina-
miento de la triangulacion usada para discretizar el dominio D. En todos los casos

que se muestran a continuacién se empled una triangulacién con k = 20.

Para cada nivel n = 0,1, 2,3 se presenta primero la malla del dominio D con la in-
terfase 33, luego la soluciéon numérica en todo el dominio y, finalmente, la restriccién
de dicha solucién a la interfase, es decir, u|y, . Esta organizaciéon permite apreciar de
manera progresiva el efecto del aumento de complejidad geométrica de la curva de

Koch sobre la estructura de la solucién.

Comenzamos con el caso base n = 0, en el cual la interfase corresponde a un segmento
recto. En la Figura 6.2 se muestra la malla del dominio D con la interfase >y, que

constituye la geometria més simple dentro de la familia prefractal considerada.
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Malla del lclominio D =[-1,1] %[0, 1] con interfase X,

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0 0.5 1
X

Figura 6.2: Malla del dominio D con interfase ¥y (segmento), usando triangulacién
con k = 20.

Para n = 0, la contribucion de la interfase en la formulacién variacional se concentra
sobre una curva suave. Por ello, este caso sirve como referencia para comparar el
efecto del aumento de complejidad geométrica en los niveles posteriores. En la Figura

6.3 se presenta la soluciéon numérica obtenida en todo el dominio.
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Sohicion numerica u(x, y) Superficie 3D de u(x, y)
0.08 0.1 0.08
0.5 0.06 ‘ 0.06
~ 0.05 ‘
-~ 0 0.04 0.04
0 B
-0.5 0.02 1 0.02
1
! 0 0.5 1 -1 0 0-5
: y
. X

Figura 6.3: Solucién numérica u asociada a la interfase Yy, usando triangulacién con
k = 20.

Con el fin de visualizar de manera mas precisa el comportamiento de la solucién sobre
la interfase, en la Figura 6.4 se muestra la restriccion u|y,. En esta representacion, la
vista bidimensional corresponde a la funcion extendida por cero fuera de ¥y, mientras
que la vista tridimensional permite apreciar con mayor claridad la variacion de la

solucion a lo largo de la curva.

Solucion ml]mérica restringida a Xo: ulz, Representacion tridimensional de u|s, sobre X
0.04 0.04 0.04
0.5 ‘

0.03 0.03

= 0.02

~ 0

0.02 0.02

0
-0.5 0.01 1 0.01

0
-1 0 0.5 ! 0
0 05 1 y -1.0
X
X

Figura 6.4: Solucién numérica restringida a la curva de Koch de nivel 0, u|y,. A la
izquierda se muestra su representacion sobre la malla, extendida por cero fuera de
Y, v a la derecha su visualizacién tridimensional.

A continuacién, consideramos el caso n = 1. En este nivel, la interfase deja de ser
un segmento y adquiere la primera irregularidad caracteristica de la construccion de

Koch. La Figura 6.5 presenta la malla correspondiente al dominio con interfase ;.
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Malla del ldominio D =1[-1,1]x [0, 1] con interfase X,

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0 0.5 1
X

Figura 6.5: Malla del dominio D con interfase ¥; (primera iteracién de Koch), usando
triangulacién con k = 20.

Para n = 1, la interfase ¥; se obtiene al reemplazar cada segmento de ¥y por cuatro
segmentos, introduciendo el primer “diente” caracteristico de la curva de Koch. Este
cambio incrementa la longitud de la interfase y modifica la forma en que se distribuye
la energia tangencial sobre ;. En la Figura 6.6 se observa la solucién numérica en

todo el dominio para este caso.
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Sohicion numerica u(x, y) Superficie 3D de u(x, y)

0.08 0.1 0.08
0.5
0.06 0.06
< 0.05 &
-~ 0 0.04 0.04
0
-0.5 0.02 1 0.02
1 _
0 0.5 1
X

Figura 6.6: Solucién numérica u asociada a la interfase ¥J;, usando triangulacién con
k = 20.

Para complementar esta informacién, en la Figura 6.7 se presenta la restriccion uly,,
lo cual permite identificar con mayor detalle cémo varia la solucién sobre la interfase

prefractal de primer nivel.

Soluciéon nlllmérica restringida a Z;: uly, Representacion tridimensional de u|s, sobre X,

0.04

0.5 0.03 0.03
A < 0.02

~ 0 0.02 0.02
0

-0.5 0.01 1 0.01

-1 0 0
0 0.5 1

X

Figura 6.7: Solucién numérica restringida a la curva de Koch de nivel 1, uly,. A la
izquierda se muestra su representacion sobre la malla, extendida por cero fuera de
Y1, v a la derecha su visualizacién tridimensional.

Incrementando un nivel mas en la construccién, se obtiene la interfase 5, cuya
geometria presenta oscilaciones a una escala mas fina. La malla correspondiente
se muestra en la Figura 6.8, donde ya se aprecia un aumento importante en la

complejidad geométrica de la interfase interior.
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Malla del lclominio D =1[-1,1]1 %[0, 1] con interfase X,

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0 0.5 1
X

Figura 6.8: Malla del dominio D con interfase ¥, (segunda iteracion de Koch), usando
triangulacién con k = 20.

Para n = 2, la interaccién entre el término volumétrico [ p Vu - Vudr y la contri-
bucion de interfase adquiere mayor relevancia, ya que la longitud de Y5 aumenta y
su representacion exige una triangulacion capaz de capturar adecuadamente la geo-
metria. En la Figura 6.9 se presenta la solucién numérica correspondiente en todo el

dominio.
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Sohicion numerica u(x, y) Superficie 3D de u(x, y)

0.08 0.08

0.1
0.5 0.06 0.06

< 0.05
~ 0 0.04 0.04

0 B
-0.5 0.02 1 0.02
1 .
0 0.5 1
X

Figura 6.9: Solucién numérica u asociada a la interfase Yo, usando triangulacién con
k = 20.

Por su parte, la Figura 6.10 muestra la restriccién uly,, cuya visualizacién permite
observar de manera mas localizada el efecto de la rugosidad geométrica sobre la

solucion a lo largo de la interfase.

Solucién nlllmérica restringida a X! uls, Representacion tridimensional de u|y, sobre X,

0.03 0.04 0.03
0.025 0.025
0.02 = 0.02 A 0.02
0.015 0.015
0.01 0.01
0.005 ) 1 0.005
0 ;o 0.5 ) 0

Figura 6.10: Solucién numérica restringida a la curva de Koch de nivel 2, u|y,. A la
izquierda se muestra su representacion sobre la malla, extendida por cero fuera de
Y9, v a la derecha su visualizacién tridimensional.

Finalmente, consideramos el caso n = 3, en el cual la interfase prefractal alcanza una
resolucion geométrica considerablemente mayor. La Figura 6.11 presenta la malla del
dominio D con la interfase >3, donde se observa la complejidad alcanzada tras tres

iteraciones del procedimiento de Koch.
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Malla del 1dominio D =1[-1,1]1x% [0, 1] con interfase X,

0.8

0.6

0.4

0.2

S
o
AVAVAVANA

0 0.5 1
X

Figura 6.11: Malla del dominio D con interfase X3 (tercera iteracién de Koch), usando
triangulacién con k = 20.

En este nivel, el incremento en el nimero de aristas, igual a 4", asi como el aumento
de la longitud de la interfase, intensifican el peso efectivo del término de energia
sobre X3, incluyendo el factor de escala incorporado en el modelo prefractal. Como
consecuencia, la solucion presenta variaciones mas marcadas en las regiones cercanas
a la interfase. Esto puede apreciarse en la Figura 6.12, donde se muestra la solucion

numérica en todo el dominio.
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Figura 6.12: Solucién numérica u asociada a la interfase Y3, usando triangulaciéon
con k = 20.

Finalmente, en la Figura 6.13 se presenta la restriccion uls,, lo que permite visualizar
directamente el comportamiento de la solucion sobre la interfase de mayor comple-

jidad geométrica considerada en este trabajo.

Solucién numerlca restringida a Z: uly Representacion tridimensional de u|y sobre 2
0.025 0.03 0.025
=
0.015 0.01 0.015
0.01 0 0.01
1
0.005 0.005
0
1
0 0.5 0
y 1o

X

Figura 6.13: Solucién numérica restringida a la curva de Koch de nivel 3, u|y,. A la
izquierda se muestra su representacion sobre la malla, extendida por cero fuera de
Y3, v a la derecha su visualizacién tridimensional.



Conclusiones

En este trabajo se formularon y resolvieron numéricamente problemas de difusion
en geometrias no suaves, usando como caso central la curva de Koch, tanto como
dominio (difusién sobre prefractales) como interfase (problema de transmision en
dos fases). El enfoque energético permitié definir de manera coherente el aporte de
la geometria irregular a través de una forma bilineal asociada al Laplaciano (en el
fractal) y, en el problema con interfase, mediante un término de energia sobre ¥ que

entra naturalmente en la formulacién débil.

Los experimentos de validacién del FEM en dominios regulares confirman el com-
portamiento esperado del método con elementos lineales: al refinar la malla, el error
decrece de manera sistemética en normas L? y H', en concordancia con los érdenes
tedricos reportados en el texto (y evidenciados en la tabla de errores del ejemplo de
Poisson). Esto sustenta el uso del FEM como herramienta base para estudiar luego

los casos con interfase.

En la difusion con interfase suave, la comparacion entre n = 10 y n = 20 muestra que
el refinamiento mejora la resolucién geométrica de I' y estabiliza la representaciéon
numérica del término de linea fr Vu Vv, En particular, la solucion mantiene su
estructura global (misma fisica y mismas condiciones de contorno), pero se observa
una transicion mas nitida y mejor capturada en la vecindad de la interfase cuando
se incrementa n (y, por tanto, se mejora simultdneamente la discretizacién del do-
minio y de la curva con ng = 4n). Esto es un indicio directo de que, en problemas
con contribucién tangencial, la calidad de la solucion depende criticamente de la

discretizacion de la interfase, no solo del mallado triangular.

En la difusion sobre el prefractal de Koch, las aproximaciones para >i,Ys3, 25 v
Y7 exhiben un patréon consistente: al aumentar el nivel de iteracion, la solucion se
vuelve mas rica espacialmente a lo largo del conjunto, reflejando el incremento de

conectividad/longitud efectiva del prefractal y el papel del reescalamiento energéti-
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co (renormalizacién) en la formulacién. En términos numéricos, esto sugiere que la
solucion no “converge” en el sentido clasico hacia una funcion suave sobre una curva
regular, sino hacia un objeto cuya regularidad estd condicionada por la geometria
fractal y por la forma de energia limite; por ello, la interpretacién correcta de con-
vergencia en este contexto es energética/variacional, coherente con la construccion

de E(u,v) como limite monétono de energias discretas.

En la difusién con interfase prefractal ¥ (con n = 20 fijoy k£ = 0,1,2,3), los resul-
tados muestran un efecto geométrico acumulativo claro: al pasar de ¥y (segmento) a
Y3, la zona de influencia de la interfase se amplia y las variaciones de u alrededor de
Y se vuelven mas marcadas. Este comportamiento es consistente con dos hechos del
modelo: (i) la longitud y el ntimero de aristas crecen como 4%, y (ii) la formulacién
incluye el factor prefractal (%)k multiplicando la contribucién tangencial, lo que
aumenta el peso efectivo del término de interfase conforme crece k. En consecuencia,
la interfase fractal actiia como un mecanismo activo de redistribucion del campo

difusivo, y no tnicamente como una frontera geométrica.

Adicionalmente, las mallas presentadas para k = 1,2, 3 evidencian una concentra-
cion de elementos cerca de la interfase para poder representar sus quiebres; aun asi,
la solucién se mantiene suave lejos de Xj vy las mayores variaciones se localizan en
su vecindad. Esto permite concluir que el problema combina dos escalas: una escala
volumétrica, dominada por || p Vu - Vo, y una escala de interfase, dominada por el
término tangencial; la interaccién entre ambas escalas se intensifica al aumentar k,
haciendo que la estrategia numérica (elecciéon de malla y de discretizacién de la in-

terfase) sea determinante para capturar correctamente el fendmeno.

Finalmente, desde una perspectiva computacional, los resultados confirman una limi-
tacién estructural: aumentar k incrementa rapidamente el costo (mds aristas en ¥, y
mayor exigencia de resolucién geométrica), por lo que una exploracién sistemética de
niveles altos de prefractalidad requerira estrategias més eficientes que el refinamiento
uniforme. En particular, una linea natural de continuacién es incorporar refinamiento
adaptativo guiado por la interfase (y estimadores de error enfocados en el término
de linea), asi como métricas de comparacién entre soluciones uy que no dependan
de una solucién exacta, por ejemplo diferencias entre niveles consecutivos o medidas

energéticas asociadas al funcional del problema.



.1. Teoria del error para coeficientes suaves

A continuacién se presentan algunos teoremas para la estimacion de errores en pro-
blemas elipticos con coeficientes suaves, donde la solucion hallada es usando funciones
lineales por partes en 2D, para més detalle de esto consultar [6].

Ademas, es importante destacar que para coeficientes heterogéneos también se ob-
tienen resultados similares. Sin embargo, es necesario manejar con mayor cuidado la
regularidad que se asume de la solucién. Esto se refiere especificamente a cémo se
establece la regularidad al considerar la norma de las segundas derivadas. La varia-
bilidad en los coeficientes puede implicar que la regularidad de la solucién varie en
diferentes partes del dominio, lo cual requiere un andlisis detallado y riguroso para

asegurar la validez de los resultados obtenidos bajo estas condiciones.

Asi, sea V' un espacio lineal, considérese L : V — R, se tiene que L es lineal si
satisface que L(fv + 6w) =b- L(v) + 60 - L(w), paratodo v,w € V,3,0 € R.
Ademas, a : v X v — R es una forma bilineal si es lineal en cada variable separada-

mente, tal como se meustra en la ecuacion 16.

a(u, Bv + Ow) = Ba(u,v) + Ga(u, w), (15)
a(fu+ Ov,w) = Ba(u,v) + a(v,w). (16)
Una forma bilineal, es dicha simétrica si a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V. Si
ademds de simetria tenemos a(u,u) > 0 para todo u € V, decimos que a es un
producto interno o que es una forma bilineal simétrica y positiva.
Ademas se tiene la desigualdad de Cauchy |a(u,v)| < ||u|la][v]a, en general va-

le para cualquier producto interno y norma correspondiente que ||u|| = y/{u,u) y
[(u, 0)| < [l - [lo]]-

Sea V' un espacio de Hilbert con producto interno ( , )y, supongamos que
a:V xV — R es una forma bilineal y que cumple las siguientes propiedades:
» Simétrica: a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V.
» Continua: a(u,v) < vyllul|v||v||y para algin v > 0.
= Eliptica: a(u,v) > aflul|?.

De esto se sigue el siguiente lema.
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Lema .2 (Lema de Cea). Sea u la solucién de a(u,v) = L(v),v € V.

Sea uy, la solucién de a(uy, v,) = L(vy), v, € Vi,. Entonces, se tiene que

lu = wnlly < Ll = vallv- (17)
Y por tanto;
T 2
— < — inf — . 18
lu —unlly < 2 mf flu—oilv (18)

Presentemos asi un teorema para la estimaciéon del error. Primero vamos a considerar
V=HYD)yV,={veV: :v|ge P(K), paratodo K € T"} donde T" = {K}
es una triangulacién de D C R2. Para K € T" se define

hg = didmetro de K,
pr ‘= didmetro del circulo inscrito en K,

h = max hg.
KeTy,

Se va a analizar una familia de triangulaciones {T"}, se supone que existe una cons-

tante positiva 3 independiente de la triangulacién T" tal que

para todo K € T". (19)

Sea N;,i=1,2,---, M los vértices de T", dado u € C°(D) se define la interpolacién
mhu € Vj, por mpu(N;) = u(N;), con i =1,2,--- M.

Figura 14: Elementos en T". Elaboracién propia, inspirada en [7].
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Teorema .3. Sea K € T" con vértices a’, con i = 1,2,3. Dada v € C°(K) sea

7o la interpolacién lineal de v, ver Figura 14, definida por

mv(a’) = v(d"), i=1,2,3. (20)
Entonces
0%

— o () < 2h2 ] 21
o=l 2 mée amel e

9 2 0*v
4 — 0 <6 — ] 22
max ||0(v — 7v)||L (K) > DK $EK,H!}’?£{LQ} D740, LOO(K)’ (22)

donde ||v||L (k) = Méxgek |v(x)|.

La demostracién se puede ver en [6].

Teorema .4. Sea K € T" con vértices a’, con i = 1,2,3, ver Figura 14. Dada
v € C°(K) sea v la interpolacién lineal de v, definida por

mv(a) = v(a'), i=1,2,3. (23)

Entonces existe una constante C' tal que

lv — 7|25y < Ch% V]2 (x0), (24)
hic

v — 7|1y < C—|v| a2k (25)
PK

La demostracién se puede ver en [6].
Para interpolacion con polinomios de mayor grado se tiene que
l|u — 7| 22(p) < Chr+1|u|HT+1(D)» (26)

Hu—ﬂ'hHHl(D) S Chrlu\Hrﬂ(D). (27)

donde r es el grado del polinomio, asi r > 1.
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