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Resumen

Se estudia el acoplamiento del método multiescala generalizado (GMsFEM) y el
método Semi-Discreto Lagrangiano-Euleriano (SDLE) para la simulacién de flujos
bifédsicos en medios porosos heterogéneos. Para ello, se analizan los fundamentos
tedricos y aplicaciones practicas del método de elementos finitos (FEM), el método
multiescala (MsFEM), GMsFEM y SDLE. Su desempefio se evalia a través de la
solucién numérica de distintos problemas, como el de la cuerda elastica, la ecuacién
de Poisson y la ecuacion de presion en medios porosos heterogéneos. Asimismo, se
abordan leyes de conservacion en el contexto de flujos bifasicos, con énfasis en la

ecuacion de Buckley—Leverett con gravedad.
Palabras clave: Métodos numéricos, Método de Elementos Finitos (FEM), Método

Multiescala (MsFEM), Método Multiescala Generalizado (GMsFEM), Método Semi-

Discreto Lagrangiano-Euleriano, Flujos bifasicos, Medios porosos heterogéneos.

Abstract

The coupling of the Generalized Multiscale Finite Element Method (GMsFEM) and
the Semi-Discrete Lagrangian-Eulerian (SDLE) method for the simulation of two-
phase flows in heterogeneous porous media is studied. To this end, the theoretical
foundations and practical applications of the Finite Element Method (FEM), the
Multiscale Finite Element Method (MsFEM), GMsFEM, and SDLE are analyzed.
Their performance is evaluated through the numerical solution of various problems,
such as the elastic string problem, the Poisson equation, and the pressure equation
in heterogeneous porous media. Additionally, conservation laws are addressed in the
context of two-phase flows, with a particular focus on the Buckley—Leverett equation

with gravity.

Keywords: Numerical methods, Finite Element Method (FEM), Multiscale Method
(MsFEM), Generalized Multiscale Finite Element Method (GMsFEM), Semi-Discrete

Lagrangian-Eulerian Method, Two-phase flows, Heterogeneous porous media.
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1. Introduccion

El método de elementos finitos (FEM) es un método numérico utilizado para dar
aproximaciones numéricas de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs),
ver [5, 17]. Este método discretiza el dominio continuo en subdominios mas pequenos
llamados elementos finitos. Estos elementos finitos son formas geométricas bésicas,
como tridngulos o cuadrilateros para problemas bidimensionales, tetraedros o hexae-
dros en el caso de problemas tridimensionales. Al dividir el dominio en elementos
finitos, el problema original se transforma en un conjunto de ecuaciones algebraicas,
que se ensamblan para formar un sistema de ecuaciones, dicho sistema se resuelve
numéricamente utilizando técnicas de dlgebra lineal, como la eliminaciéon de Gauss,
la descomposicién LU o métodos iterativos, ver [6]. Una vez resuelto el sistema,
se obtiene la solucién aproximada para la variable desconocida en cada punto del
dominio discretizado. Conociendo esto se evaliia la solucién obtenida y se realiza
un analisis de error y precisién. Si la solucién no es lo suficientemente precisa, se
puede realizar un refinamiento de la malla, es decir, se puede subdividir nuevamen-

te el dominio en elementos mas pequenos y aplicar nuevamente el método, ver [5, 17].

Un problema multiescala se caracteriza por la presencia de variaciones significativas
en multiples escalas temporales o espaciales, ver [11]. Estas escalas pueden abarcar
desde lo muy pequeno hasta lo muy grande, y las interacciones entre ellas pueden
generar problemas de solucién, [11].

Si se trabaja un problema multiescala para obtener una buena solucién con el método
FEM es necesario realizar un refinamiento de la malla que puede llegar a ser costoso
y poco eficiente de manera computacional, por esta razén se introduce el método
multiescala de elementos finitos (MsFEM), [11]. El MsFEM es un método equiva-
lente a la homogeneizacién numérica siempre que ambos sean validos, la diferencia
principal con el método FEM es que en este se calculan las funciones base de tal
manera que capturen el comportamiento o estructura multiescala de la solucién del
problema, [11], es decir, teniendo una malla fina se introduce una malla gruesa y se
calculan las funciones base en los nodos de la malla gruesa junto con vecindades de
estos utilizando la malla fina, finalmente estas funciones bases son agregadas en una
formulacion global que dara como resultado la solucién, tomar las funciones bases de
esta manera es esencial, pues capturan caracteristicas y heterogeneidades importan-
tes a distintas escalas y por tanto asegura que la aproximacién resultante sea mas

robusta y eficiente, ver [11, 24, 25].
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Sin embargo, cuando las escalas de un problema no se pueden separar o se tienen
problemas de alto contraste es necesario introducir el método generalizado multies-
cala de elementos finitos (GMsFEM) pues el MSFEM no es adecuado en estos casos,
[8], este método se basa en la construccién de un espacio de dimensién local pequena
que pueda usarse para generar una solucién aproximada en donde los grados de liber-
tad son muchos, es decir, cuando el espacio de entrada tiene demasiados parametros
fuertes y que por tanto hacen que su dimension sea grande, es asi que el GMsFEM
nos brinda una forma de reducir los grados de libertad en la malla gruesa, ver [10].
Este método se puede ver como una variante del MsFEM cuya principal diferencia es
la utilizacion de varias funciones base multiescala para los nodos de la malla gruesa,
estas funciones base se calculan en base a un problema con valores propios local, es
decir, con los autovectores calculados en la malla fina.

Al momento de querer resolver un problema que abarca diferentes escalas, general-
mente los métodos usuales y clasicos imponen restricciones computacionales, bien
sea de tamano o de tiempo, ya que al ser problemas tan grandes, la memoria de los
equipos no es suficiente, ya que cualquier implementacién debe resolver un problema
muy grande y mal condicionado, ver [10, 21], una situacién que es comun en diversos

ambitos cientificos.

Los métodos anteriormente mencionados son adecuados para hallar la soluciéon de
ecuaciones elipticas. Para problemas hiperbodlicos, el método Semi-Discreto Lagrangiano-
Euleriano es una herramienta eficaz para resolver problemas iniciales en modelos
escalares y sistemas de leyes de conservacién. Estd fundamentado en la nocion de
curvas de no flujo, lo que lo hace especialmente eficiente para garantizar la positivi-
dad de las soluciones. Para respaldar su validez y eficacia, se ha llevado a cabo un
analisis numérico, ver [1]. Ademds, se presentan ejemplos numéricos que abarcan la

unién de problemas de flujo de fluidos, ver [2].

Por otro lado, en un problema de flujo bifésico en medios porosos heterogéneos, exis-
ten dos fases diferentes presentes en el sistema, cada una con sus propias propiedades
distintivas. Esto da mayor complejidad en el analisis, ya que las interacciones entre
las fases pueden dar lugar a comportamientos diversos y complejos de modelar. La
herramienta de modelizacion principal en estos problemas de fluidos es la difusién

de sustancias en un medio poroso heterogéneo con propiedades de permeabilidad de
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multiples escalas de alto contraste, asi en este trabajo se mostrard como se modela
y resuelve el problema de flujo bifésico, destacando el acoplamiento del método mul-

tiescala generalizado y el método Semi-Discreto Lagrangiano-Euleriano, ver [14].



2. Conceptos previos

En esta seccién se introducen los conceptos de andlisis funcional y de ecuaciones
diferenciales parciales que son esenciales para el desarrollo y entendimiento de los
métodos numeéricos expuestos. En especifico, se presentan los espacios y formas bili-
neales, fundamentales para la formulacién y solucién de problemas en el contexto del
Método de Elementos Finitos Multiescala, asi como los distintos tipos de difusién,
los cuales son cruciales para la elaboracion de ejemplos a lo largo del documento. El

material aqui presentado fue tomado de [3, 5, 16, 17, 23].

2.1. Herramientas del analisis funcional

El método de elementos finitos (FEM) se basa en la formulacién variacional de ecua-
ciones en derivadas parciales (EDPs), lo cual requiere un marco teérico-matemético
adecuado para garantizar la existencia y unicidad de soluciones, asi como su esta-
bilidad y precisién numérica, ver [5, 17]. Este enfoque se centra en reformular los
problemas diferenciales como problemas de optimizacién o de minimizacién de fun-
cionales, lo que permite aplicar herramientas del andlisis funcional.

Para abordar estos problemas, es fundamental definir el espacio de funciones en el que
se buscaran las soluciones. Dichos espacios deben ser lo suficientemente amplios para
incluir funciones con derivadas débiles, pero también lo suficientemente estructurados
para permitir el uso de técnicas de aproximacién numérica. En este contexto, los
espacios de Sobolev resultan ser los més apropiados, ya que permiten trabajar con
funciones que pueden no ser diferenciables en el sentido clasico, pero cuyas derivadas
en un sentido débil estan bien definidas. Ver [18].

A continuacién, se presentan definiciones y propiedades basicas de estos espacios,

que constituyen la base tedrica para el andlisis del método de elementos finitos.

2.1.1. Espacios

Los espacios de Sébolev son los méds convenientes para trabajar, ver [5, 17], ya que
el enfoque matematico en diversas aplicaciones del método de elementos finitos se
fundamenta en la formulacion variacional de ecuaciones en derivadas parciales de tipo
eliptico. Esta perspectiva implica que para obtener soluciones a muchas ecuaciones
diferenciales de importancia, se busca un valor minimo a través de una funcién
adecuada. Fn otras palabras, se trata de encontrar la configuracion que minimiza

cierta cantidad que refleja la fisica del problema. Estos problemas variacionales, que
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estan relacionados con la bisqueda de minimos, se resuelven en espacios de funciones
especificos, como los espacios de Sobolev, donde las funciones deben cumplir ciertas

condiciones de regularidad y comportamiento, ver [5, 17].

Definicién 2.1.1 (Espacio de Sébolev.) Un espacio de Sébolev es un espacio vec-
torial normado de funciones, que puede verse como un subespacio de un espacio L.
Dado un dominio Q C R™ el espacio de Sobolev W™P(Q) se define como

WmP(Q) ={f € L,(Q) | D*f € L,(2), para todo o € N : |a] < m}, (1)

donde D f denota las derivadas parciales débiles de f, es decir,

olel

D f = .
/ 0x]* 0y - - - Qxon

Es claro que W™?(Q) C L,(9).

Definicién 2.1.2 (Norma del espacio de Sébolev.) La norma del espacio de Sébo-

lev se define a partir de la norma || - ||, ) del espacio L,, esto es,
1/p
1wy = | D 11D flf ey | si1<p<oco. (2)
la|<m

Los espacios de Sébolev con p = 2 tienen la misma estructura de un espacio de
Hilbert, denotamos H™(Q) = W™2(), el producto interno se define a partir del

producto interno de Lo,

Ly : (f,9)umioy = Y, (Df, D9)ry0)- (3)

la<m

Se define el espacio H'(2) como H{'(§2) := H™(Q2) N CR(Q), ver [17].

Las norma y seminorma de los espacios de Sobolev H*(€2) son

1/2 1/2

e ={ [ S Do) o fha=| [ X0 @

2 lal<k Q\a=k

respectivamente.
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2.1.2. Formas bilineales

Para continuar, es importante conocer y comprender las formas bilineales, para asi
comprender las formulaciones necesarias en los métodos numéricos a trabajar, el

material presentado aqui fue tomado de [4, 16].

Definicién 2.1.3 (Forma bilineal.) Sea K un cuerpo y V. un K—espacio vecto-
rial, una forma bilineal es una aplicacion f:V xV — K que satisface las siguientes

propiedades:
= flur +uz,v) = flu,v) + flug,v).
v f(u,v1 +v2) = f(u,v1) + fu,vs).
v f(au,v) = af(u,v).
w f(u,av) = af(u,v).
para todo a € K, u,v,uy, ug, vy,vy € V.
A continuacién se presenta un ejemplo de una forma bilineal.

Ejemplo 2.1.1 FEl producto escalar de un espacio euclideano define una forma bili-
neal.
Por ejemplo en R?, si consideramos dos vectores u = (a,b) y v = (c,d), su producto

escalar esta dado por (u,v) = ac + bd, aqui define (u,v) una forma bilineal.

Definicién 2.1.4 (Forma bilineal simétrica.) Una forma bilineal simétrica es aque-

lla que es conmutativa, es decir, f(u,v) = f(v,u).
Posteriormente se muestra la forma de la matriz asociada a una forma bilineal.

Definicién 2.1.5 (Matriz asociada.) Toda forma bilineal se puede expresar de
manera matricial.

Sea K un cuerpo y V' un espacio vectorial, consideremos f :V xV — K una forma
bilineal y B = {ey,eq,- -+ ,e,} una base del espacio vectorial V' de dimension finita,

la matriz asociada a la forma f respecto de la base B es

fler,er) fler,ea) -+ fler,en)

Ao f(€2:>€1) f(€2:>62) f(€2:>€n) . 5)

f(en7 61) f(en: 62) e f(em en)
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Proposicién 2.1.1 Sea f:V x V — K una forma bilineal y B = {e1,ea,--+ ,e,}
una base del espacio vectorial V', la imagen de f de los vectores uw = (uy,ug, - ,uy)

yv=(v1,v9, - ,0,) es la siguiente

flu,v) =u"-A-v

f(ehel) f(€1,€2) f(el,en) v
—<u U -+ u) f(62’€1) f(e2762) f(e2>€n) . V2

f(e’ru 61) f(€n7 62) T f(€n7 en) Un,
Algunas consecuencias de la proposiciéon anterior son las siguientes:

» Una forma bilineal es simétrica si y s6lo si su matriz en una base cualquiera es

simétrica.

= Si se fija la base B y la forma bilineal f, entonces la matriz A que hace

f(u,v) = u'Av para todo u, v es unica.

Teorema 2.1.1 (Teorema Espectral Real) Supongamos que V' es un espacio de
producto interno real de dimension finita y T € L(V'). Entonces, V tiene una base

ortonormal compuesta por autovectores de T' si y solo si T es autoadjunto.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [4, 16].

2.2. Herramientas de ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) son fundamentales para modelar una
amplia variedad de fenémenos, tales como la difusién de calor, la propagacién de
ondas, el flujo de fluidos, etc. Su estudio permite describir como cambian ciertas
magnitudes en funciéon de miltiples variables independientes, como el tiempo y el
espacio. Ver [12].

Comprender la naturaleza de estas ecuaciones es importante para aplicar métodos
numéricos de manera efectiva. Esto se debe a que el comportamiento de las soluciones
varia significativamente dependiendo del tipo de EDP, lo que influye en la eleccion
del método adecuado. Ver [12, 17].

A continuacion, se presenta una clasificacién de las EDPs en funcién de sus carac-
teristicas estructurales y del comportamiento de sus soluciones, enfocandonos en las

ecuaciones elipticas e hiperbdlicas, que son de nuestro interés.
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2.2.1. Tipos de ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) se pueden clasificar en tres tipos prin-
cipales segin su estructura y el comportamiento de sus soluciones: elipticas, parabo-
licas e hiperbdlicas. En lo que sigue, nos enfocaremos en el estudio de las ecuaciones

elipticas e hiperbélicas.

= Ecuaciones Elipticas
Las ecuaciones elipticas se caracterizan por la ausencia de dependencia tempo-
ral y por su forma general:

0*u 0*u 0*u
92 " B(I’y)éxé)y + C(‘T7y>a_y2 +

A(fL’, y) D(.f, Y, u, VU) = 07 (6)
donde el discriminante se calcula como A = B? — 4AC, y cumple que A < 0

en el dominio de interés.

Ejemplo 2.2.1 (Ecuacién de Laplace) La ecuacion de Laplace es una ecua-

cion eliptica de la siguiente forma

’u  J*u

2 = —_— e —
vu_8x2+8y2

0. (7)
Ejemplo 2.2.2 (Ecuacién de Poisson) La ecuacion de Poisson es otra una

ecuacion eliptica, tiene de la siguiente forma

Viu = f(x,y), (8)

donde f(x,y) es una funcion dada.

Las soluciones de este tipo de ecuaciones son suaves y analiticas bajo condicio-
nes apropiadas. No presentan ondas ni dependencias temporales. Las soluciones

dependen de los valores en las fronteras.

= Ecuaciones Hiperbdlicas
Las ecuaciones hiperbdlicas describen fenémenos donde predomina la propaga-
cién de ondas. Su forma general es
0*u 0*u 0*u

@—i—B(x,t)m—i-C(x,t)——l—D(:U,t,u,Vu):O, 9)

A1) —
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donde el discriminante se calcula como A = B? — 4AC, y cumple que A > 0

en el dominio de interés.

Ejemplo 2.2.3 (Ecuacién de onda) La ecuacidn de onda es una ecuacion

hiperbolica de la siguiente forma

Pu 0%

" S Y (10)

donde c es la velocidad de propagacion de la onda.

Las soluciones representadas por ondas que se propagan en el tiempo y el
espacio. Suelen presentar discontinuidades, como frentes de onda. Dependen

tanto de las condiciones iniciales como de las condiciones de contorno.

2.2.2. Tipos de difusion

La ecuacién

—div(k(x)Vu(z)) = f(x) con z € D C R?, (11)

es una ecuacién diferencial parcial que describe cémo una cantidad u(z) se distribuye
en el dominio D bajo la influencia de una funcién de difusién k(x) y un forzante
f(x). Note que este modelo representa diferentes tipos de difusién dependiendo de

la funcién k(x), tal como se muestra a continuacién:

k’m(l’) ]{322(]))
entonces se tiene difusion anisotropica.

k k
» Sik(x) = ( n(@) 12($)> es una matriz simétrica 2 x 2 definida positiva,

Este tipo de difusion se observa en el flujo de agua a través de suelos con capas
geoldgicas inclinadas, donde la permeabilidad varia segin la orientacion de las

capas.

k 0
» Sik(z)= n(@) es una matriz simétrica 2 x 2, con ki1 () # kao(x),
0 ]€22<£IZ’)

entonces se tiene difusiéon ortotrépica.

Este tipo de difusién se presenta en materiales donde las propiedades son dife-
rentes en cada direccién principal, pero sin interaccién entre estas direcciones.
Un caso practico es la transferencia de calor en un material compuesto reforza-
do con fibras orientadas en una sola direccién. En este caso, la conductividad
térmica es mayor a lo largo de las fibras y menor en las direcciones perpendicu-

lares, generando un flujo térmico condicionado por la disposicion del material.
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1{311 (I) 0
0 kll (3’))
difusion isotrépica.

» Sik(x) =

) es una matriz simétrica 2 x 2, entonces se tiene

Este tipo de difusién ocurre en materiales homogéneos donde las propiedades
de transferencia, como la conductividad térmica o la permeabilidad, son iguales
en todas las direcciones. Un ejemplo tipico es la propagacion uniforme del calor

en un metal sin anisotropias estructurales.

» Si k(x) = C, donde C es una constante, entonces se tiene difusién ho-
mogénea.
Este tipo de difusién se observa en situaciones ideales, como la propagacion
de una sustancia quimica en un tanque completamente homogéneo, donde la
transferencia es uniforme en todo el dominio, sin influencias de variaciones

locales en el medio.

» Si k(z) # C, donde C es una constante, entonces se tiene difusién hete-
rogénea.
La difusién heterogénea se encuentra en materiales donde las propiedades de
transferencia, como la conductividad o la permeabilidad, varian espacialmente.
Por ejemplo, en un suelo compuesto por capas de arena y arcilla, la veloci-
dad de transporte de agua cambia significativamente dependiendo del material

presente en cada punto.

2.2.3. Criterio de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

El criterio de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) es una condicién para garantizar la
estabilidad numérica en la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP),
especialmente en métodos de diferencias finitas, volimenes finitos y elementos fini-
tos. Ver [19].

Criterio CFL: Un método numérico puede ser convergente solo si su dominio
numérico de dependencia contiene el verdadero dominio de dependencia de la EDP,

al menos en el limite cuando At y A tienden a cero.

La condiciéon CFL es una condicién necesaria para la estabilidad (y, por ende, para

la convergencia). Sin embargo, no es suficiente para garantizar la estabilidad.
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2.2.4. Homogeneizacion de ecuaciones lineales

El método de homogeneizacion de ecuaciones lineales se utiliza para dar solucion a
ecuaciones diferenciales parciales lineales, de manera general, este método consiste
en describir y simplificar el comportamiento efectivo de materiales con heterogenei-
dades a través de un conjunto de ecuaciones a mayor escala. Ver [8]. La solucién que
este método nos otorga es de especial importancia en el analisis del método MsFEM

que se explicara posteriormente.

Para dar una visién de su funcionamiento se ilustrara la teoria relacionada a este

tomando la ecuacion eliptica con coeficientes heterogéneos en un dominio D

V- (k (%) Vue(a:)> = f(x), z€D, (12)
u(zr) = 0, x € 0D.

Donde la funcién k <£> es 1—periddica en E, siendo € un parametro pequeno que re-
presenta la relacién ereltre escalas que tiene ef problema. La teoria de homogeneizacion
estudia el comportamiento en el limite de la solucién u.(x), es decir, de u(z) — u(zx)
cuando € — 0, el andlisis asintdtico de la ecuacién (12) resulta en la formulacion de

una serie de potencias que representa a la funcion u., es decir

o0

Ue = Zezuz (13)

=0

En este sentido, ug es la solucién resultante de suavizar las soluciones locales en el
medio heterogéneo.
Entonces, para dos escalas segin lo visto previamente, se puede representar la solu-

cién u.(x) como una serie infinita en funcién del parametro €, esto es

ue(z) = iuz <:E, %) e (14)

=0

En donde las funciones u;(x, x/¢) también son 1—periédicas, como se dijo con anterio-
ridad, esta representacién permite incluir informacién de distintas escalas, es decir,
up(z, x/€) representa la informacién mas importante para incluir en la solucién y
que por lo general corresponde a la de la escala més gruesa, euy(z, x/€) representa

el peso o correccién que se le da a la informacién de una escala mas pequena y asi
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sucesivamente. Ver [8].

Ahora, se debe reemplazar la expresién (14) en (12) para obtener la expresién ho-

mogeneizada, para ello, note que la derivada de la ecuacién (14) es
_ T = x
VU€($) =€ 1va0 <£L’, E) + ZOE (Vyui+1 + quz) (iL’, E) — Ag. (15)

Asi, la ecuacién (12) queda expresada de la forma:

e 24, (x, %) +e A, <:U, %)

+ Ag — ei (dlvxK(qul + Vyuiﬂ) =+ diVyK(Vmqu + Vyulurg)) <ZL', %) = f(l')
i=1
ko
(16)
Donde los A; estan dados por
Ay = —div, K (y)(Vyuo) (17)
Ay = —(div, K(y)(Vyur + Veug) + dive K(y)(Vyuo)), (18)
Ag = —(lexK(y) (Vyu1 + VmUO) + diVyK(y)(vaQ + qul)) (19)
Al agrupar términos con base en las potencias de € (—2,—1 y 0), se tiene que
Al = 07
AQ - 07 (20)
As=f

Entonces, observando la primera igualdad de la ecuacién (20) y la definicién de Aj,
que sea igual a 0 implica que ug es independiente de y y, por tanto, ayuda a simplificar

la segunda igualdad de la ecuacién (20) como
—divK (y)(Vyur) = div, K (y)(Vauo). (21)

De aqui, se puede resolver u; en donde se ve que esta queda determinada como funcién

lineal de la derivada parcial con respecto a z de ug, por tanto, solo queda resolver
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la tercera igualdad de la ecuacién (20) para obtener a us, lo cual es equivalente a

solucionar
—div, K (y)(Vyue) = div, K (y)(Vyus + Vyug) + divy K (y)(Vaur) + f(z).  (22)

Luego, teniendo en cuenta la periodicidad supuesta desde el inicio para las distintas
funciones (1-periodicidad), se sigue que integrando sobre el dominio periédico P a

la ecuacién usq, se tiene que,

[ K@)y = [ K@)V, n=0. (23)

Asi, al tomar la media se obtiene

- /P (div, K (y)(Vyur + Vyug) + divy K (y)(Vaw)) dy = f(z). (24)

Lo cual, teniendo en cuenta que u; se escribe linealmente en funcién de V,ug y que

up es independiente de y, se sigue que,

~div, [ (KT + Vaww)) dy = f(a). (25)

Por tanto, se consigue una ecuacion de segundo orden para ug lo cual no es muy
dificil de solucionar, aunque, como se ha dicho este método es una técnica poderosa
para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales tiene ciertos problemas cuando
las ecuaciones no son lineales o cuando se tienen demasiados detalles a escala fina,
por tanto, si se tiene una ecuacion de dichas caracteristicas es necesario introducir
otros métodos que aunque pueden ser menos eficientes a nivel computacional pueden

asegurar un acercamiento mas efectivo a la solucién. Ver [8].



3. Meétodo de elementos finitos (FEM)

El método de elementos finitos (FEM) es una técnica numérica utilizada para la apro-
ximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDP), especialmente en
problemas donde las soluciones exactas son dificiles de obtener de forma analitica.
Ver [5, 17].

A continuacién, se presenta el desarrollo del FEM en 1D y 2D, incluyendo la formu-
lacion fuerte y débil del problema, la aproximacion mediante el método de Galerkin
y su posterior representacion matricial. Estos conceptos se ilustraran con ejemplos

concretos que permiten visualizar la metodologia y sus aplicaciones en la resolucion

de EDP. Ver [17].

3.1. Introduccién 1D y 2D

El método de elementos finitos en una dimensién (1D) es una estrategia numérica
empleada en la soluciéon de ecuaciones diferenciales en una dimensién. Su procedi-
miento implica la particion del dominio en pequenos elementos, la aproximacién de la
solucién mediante funciones polindmicas dentro de cada elemento, y la resolucién de
un sistema algebraico global que representa integralmente el problema en cuestién,
es decir, discretizar el dominio y resolver dicho sistema de ecuaciones. Este enfo-
que goza de una amplia aplicacién en el andlisis de fenomenos como la conduccién

de calor, la flexién de vigas y la propagacion de ondas en contextos unidimensionales.

Con esto en mente, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1 Buscamos u(x), la funcién que representa la deformacion en
x € |a,b], también sabemos que k(x) representa que tan eldstica es la cuerda y f(x)
es un forzante sobre el problema. En la Figura 1 se visualiza el problema.

N

N
I 2
<
>
N

Figura 1: Problema de la cuerda elastica. Elaboracién propia en [7].
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La formulacion fuerte del problema esta dada por

Encontrar u : [a,b] — R, u(x), tal que

(S) —(k(z) -/ (z))' = f(x),x € (a,b)
u(a) = 0,u(b) =0 condicion de frontera de Dirichlet.

Para hallar ahora la formulacion débil del problema:
1. Se debe multiplicar por una funcion de prueba v suficientemente suave.
2. Integrar en el dominio y luego integrar por partes.

Observe asi que, como
entonces

ast
b b
—/ (k(z) - u'(z)) - v(z) de = / f(x) - v(z) dz.
Ahora integrando por partes se sigue que

b
—[/f(b)U'(b)v(b)—k(a)U’(a)v(a)]+/ (k(x)U’(fv))v'(x)dx:/ f(x)o(z)dz,

a

le vamos a pedir a la funcion de prueba que v(a) = v(b) =0, asi

/ab(k(x)“/(m”'(“’)dx = / bf (@)v(z)da.

Luego, la formulacion débil del problema es la siguiente:

Encontrar u € H) tal que

b b
(W) / (k(z)u () (z)dx = / f(@)v(x)dz para todo v € C§(a,b),v(a) = v(b)
u(a) = 0,u(b) =

0.
0.

Lo siguiente es hallar la formulacion de Galerkin.
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La idea aqui es buscar u en un espacio de dimension finita, y v también se usa en

un espacio de dimension finita.

Escogemos una base de N funciones linealmente independientes {1, a2, 3, , N},
con dicha base se genera el espacio V- = spam{p1, 2, @3, -+, oN}, note que

V = {a1p1 +agpy + -+ anpn}.

Dichas funciones base se construyen de la siguiente manera (elementos finitos lineales
por partes)

1. Triangulamos el intervalo |a, b].

2. para cada vértice interior x;, se define la funcion base p;(x) de la siguiente manera:

sz(x1> = 1a T = Ty,
pi(z) =
vi(x;) =0, z=u,.

En la Figura 2 se presenta la funcidn base @;(x).

QDK.'(I)

Xi2  Xiq Xi Xiy1  Xi+2

Figura 2: Funcién base, lineal por partes. Elaboracién propia en [7].

Ast la formulacion de Galerkin nos queda de la siguiente forma:

Encontrar w € V tal que
(G) ff(k(z)u’(m))v’(w)dm = f:f(x)v(x)dx para todo v € V,v(a) = v(b) = 0.
u(a) = 0,u(b) = 0.

Por 4ltimo, veamos como se formula matricialmente el problema.
Dado que uw € V' se puede expresar como una combinacion lineal de las funciones
base, u = a1 + oy + - -+ + anpn, podemos tomar v = p;, con 1 = 1,2,--- N

como funcion de prueba.
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Ahora bien, como

/abk(x)u’(x)vl(x)dx = /bf(x)v(x)dx

b
/ k(oapr + agpa + - - -+ anpn) / fi, i=1,2,---,N.
Esto es
b b b b
al/ ko pi +az/ kso’zsoi+~--+aN/ ke =/ fei, i=1,2-- N
a -— P Ja - P a a
a1 a;2 a; N b;
Luego
ar-an+ Qg+ +ay-ay =b, coni=1,2,--- N.
Esto es
N
Zaijaj =b;, coni=1,2,--- N.
j=1
bl (03]
. b2 (6] )
Entonces si A=|a;;], b= | " |, yx=1| _ |, se tiene que Az =b.
bN N

Ast, la formulacion matricial del problema queda de la siguiente forma

Encontrar aq, as, - -+ ,an tales que Ax = b

(M) al] / gpz@g? b _/ f@zdl'

u:Zocchl, u(a) = 0,u(b)

Si consideramos [a,b] = [0,1], k(z) =1, f(z) =1 es decir,

Encontrar u : [0,1] — R, u(x), tal que
—u"(x) =1,2 € (0,1),
u(0) = 0,u(1) = 0 condicion de frontera de Dirichlet.

Se sigue que la solucion numérica del problema es presentada en la Figura 3.
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Solucion numeérica de -u"(x)=1
0.14 . . . .

u(x)

01F \ |

0.08

0.06 - / \ i

T
—
1

0.04

002 / \ A

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3: Solucién aproximada de —u”(z) = 1 en [0, 1] usando FEM. Implementacién
realizada en [20].

Teniendo presente lo anterior, a continuacién mostraremos de manera formal como
funciona el método de elementos finitos en 2D, el material presentado aqui fue tomado
de [5, 17].

El método de elementos finitos da una solucién aproximada de v : D C R? — R,

u(zx) =~ Bowo(x) + Pro1(z) + . .. + Bupn(x). (26)

Daremos una breve descripcion de como funciona el Método de Elementos Finitos

(FEM) para resolver el siguiente problema de difusién

Encontrar v : D C R? — R tal que:
(S) ¢ —div(k(x)Vu(z)) = f(x), paratodox € D, (27)
u(z) = g(x), paratodo z € dD.

Al multiplicar por una funcién de prueba v(x) suficientemente suave, se tiene

—div(k(z)Vu(z))o(z) = f(z)o(z). (28)
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Integrando sobre el dominio D se sigue que

/D —div(k(z)Vu(z))v(z) = /D f(@)v(a). (29)

Al integrar por partes se obtiene

/Dk(x)Vu(x)VU(x)— Vu(x)ﬁ(x)v(x):/Df(x)v(x) (30)

oD

Asumiendo que la funcién de prueba toma el valor 0 en la frontera se sigue que.

/D k(2) Va(z). Vo(z) = /D f@)o(z). (31)

Asi la formulacion débil del problema es

Encontrar u : D C R? — R tal que:
(W) /Dk(x)Vu(x)Vv(x /Df(x)v(x), para todo v(z) € C5°(D), (32)

) =

u(z) = g(x), para todo z € dD.

Ahora, si suponemos que D es un dominio poligonal y sea 7" una triangulacién de

dicho dominio, de esta manera D queda dividido en elementos triangulares, digamos
m

Ky, Ky, ..., K,, donde cada K; es un triangulo, esto quiere decir que D = UK, y

i=1
ademds K; N K; = O,y KN K; es o bien Kj si i = j, una arista (la que tienen en

comun K; y K;), un vértice (el comin K; y K;) o vacio. Ver Figura 4.

Figura 4: Una triangulacién de elementos finitos en D. Elaboracién propia en [7],
inspirada en [5].
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Se define ahora el siguiente conjunto de funciones

P (T") = {v: D — R | v es globalmente continua, v|g, es un polinomio de

grado r en cada variable}.

Py(T") = {v € P"(T") | v(z) = 0 para todo = € dD}.

Conociendo esto, la formulacién de Galerkin del problema es la siguiente

Encontrar u(z) € Py (T") tal que

(T
G 33
() /Dk:(x)Vu(x)Vv(a:) = /Df(m)v(x), v(x) € PH(T"). (33)

Ahora, las funciones base para P!(T") son las siguientes

(@) = 1, 2= xy, (34)
P 0, x # x;.

En la Figura 5 se presenta la visualizacién de dicha funcién base.

Figura 5: Funcién base ¢; en D. Elaboracién propia en [7], inspirada en [5].

Esta funcién es de grado 1 en cada elemento.

Sea I ={i€{l,--- ,m} | x; € D} el conjunto de indices interiores, y
I'={ie{l,---,m}| x; € 0D} el conjunto de indices de la frontera, como

u(x) € PYT") y se quiere que en la frontera del dominio u(z) = g(z) entonces se

busca una solucion de la forma

u(@) =) aipi(e) + ) glzdee), (35)

icl Ler
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dado que asumimos que la funciéon de prueba es 0 en la frontera, entonces
u(z) = Z a;pi (). (36)

Con ayuda de las funciones base, ecuacién (34), tenemos que la formulacién matricial

del problema es la siguiente

(M) {Aa> -, (37)

donde @ = [iers Aij = /

; k(x2)Voe, (2)Vie,(x), 4,5 €1,y b = / f(z)pi(z).

D

Para una estimacién del error en problemas con coeficientes suaves, ver Apéndice A.

3.2. Resultados numeéricos

En esta subseccién, presentaremos casos especificos que ilustran cémo se implementa
el método en el contexto de la ecuacion de Poisson, destacando la formulacion débil,
el esquema de Galerkin y la representacion matricial de los sistemas resultantes.
Estos ejemplos permitiran no solo comprender la estructura de la solucién numérica,
sino también evaluar su precision mediante la comparacién con soluciones exactas y
el analisis del error asociado.

Los cédigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [26].

3.2.1. FEM para solucion de la ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson se utiliza para describir la distribucién de un campo escalar,
como la temperatura, la densidad de carga eléctrica o el potencial gravitatorio, en
un dominio espacial determinado, es decir, se utiliza para abordar problemas de di-
fusion, dispersion, potencial eléctrico, potencial gravitatorio, transferencia de calor y
muchas otras situaciones en las que se necesita modelar la propagacion o distribucién

de una cantidad fisica en un espacio, ver [17].

Consideremos asi el siguiente problema de Poisson,

Encontrar u : D C R? — R tal que:
(S) —Au = f(x), paratodoz € D, (38)
u(x) = g(x), paratodo z € dD.
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Observe que —Au = f(z) es equivalente a —0%u — aju = f, luego, multiplicando

por una funcién de prueba v(z,y) € V = Hj(D) e integrando sobre el dominio se

/D (—02u — Blu)v = /D fo. (39)
—/Daguu—/Dajuv:/va. (40)

Integrando por partes la ecuacion 40 y considerando v = 0 en 9D, se obtiene lo

/@Cu &CU—!—/@yu@yv:/ fu. (41)
D D D

La formulacién débil del problema es,

obtiene,

Esto es

siguiente

Encontrar v : D — R tal que:

/ VuVuv = / fv, para todo v € Hy,
D D

u(z) = g(x), paratodo z € 0D,

v(z) =0, paratodox € dD.

\

Luego la formulacion de Galerkin es de la siguiente forma

Encontrar u(x) € P(T") tal que
(@) = / VuVo — / fo. vlx) € BX(T™), (43)

g(x), paratodo x € dD.

La representacion de la solucién a este problema es de la forma u(z) = Z ;i ()
iel
donde «; son las constantes a determinar.

Teniendo en cuenta lo anterior, a continuacion se presenta un ejemplo del problema

de Poisson, junto con su soluciéon numérica.
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Ejemplo 3.2.1 Con base en lo anterior, consideremos el siguiente problema

Encontrar u : D = [—1,1] x

2

(S)] — div (Vu) = T cos

9
u(z,y) =0,

[—1,1] — R tal que:

(%)) w

para todo (x,y) € OD.

Dado que k(x) =1 se tiene que este es un problema de difusion homogénea.

Sabemos que la solucion exacta del problema presentado en la expresion anterior es

u(z,y) = cos <—

Jes ()

En la Figura 6 y 7 se presenta la solucion numérica con diferentes valores de n.

Solucién conn=5

1
0.8

0.5
0.6

> 0
0.4
'0-5 02

-1

0 1

Visualizacion 3D
0.8
0.6
0.4
0.2

11

Figura 6: Solucién del problema usando FEM, con n = 5. Elaboracién en [13] y

visualizacion realizada en [20].

Solucwn conn =50

05 08
0.6
> 0
0.4
-0.5 0.2
b

Visualizacion 3D
0.8
0.6
0.4
0.2

R

Figura 7: Solucién del problema usando FEM, con n = 50. Elaboracién en [13] y

visualizacion realizada en [20].

En la Figura 8 se muestra la visualizacion de la solucion exacta del problema.
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Solucioén exacta Visualizacion 3D

1
1
05 0.8 0.8
0.6 ‘ 0.6
-~ 0 N 0.5
04 0.4
- 0
0.5 0.2 1 ) 0.2
-1 0 0
-1 0 1 y X
X

4 -1
Figura 8: Solucién exacta. Elaboracién en [20]

Ast, los errores de las soluciones numéricas para diferentes triangulaciones del do-

minio en las normas Ly(D) y H'(D) son las presentadas en la Tabla 1.

Numero de tridngulos  h(u.a.) Ly Error  H' Error
o8 0.583095 0.0844398 0.247098
232 0.298077 0.0218416 0.124484
928 0.149039  0.00552836  0.0624526
3712 0.0745193  0.00138766  0.0312641
14848 0.0372596 0.000347343 0.0156381

Cuadro 1: Errores de las soluciones numérica.

3.2.2. FEM para la soluciéon de un problema de difusion heterogénea

Ahora consideremos el siguiente problema de difusion heterogénea

Encontrar u : D = [0, 1] x [0, 1] — R tal que:
(S) — div (1+ 2z +y)Vu(z,y)) =2+ 6z + 6y, paratodo (z,y) € D  (45)
u(z,y) =0, para todo (z,y) € OD.

Sabemos que la solucion exacta del problema presentado en la expresion anterior es
u(z,y) =x(l —2)y(l —y).

En la Figura 9 se presenta la solucién numérica utilizando [13], para n = 50.
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Solucién con n =50

1 0.06 Visualizacion 3D 0.06
0.05 0.05
0.04 . . 0.04
>0.5 003 N 0.03
0.02 0.02
0.01 . _ 0.01

0

0 0.5 1

X

Figura 9: Solucién del problema usando FEM, con n = 50. Elaboracién en [13] y
visualizacién realizada en [20].

La Figura 10 muestra la visualizacién de la solucion exacta del problema.

Solucidén exacta Visualizacion 3D
1 0.06 0.06
0.8 0.05
0.05 ‘
06 0.04 . 0.04
> 0.03
0.4
0.02 0 0.02
0.2 0.01 1 1
0.5
0 0.5 1 00
y X
X

Figura 10: Solucién exacta. Elaboracién en [20]

Ahora bien, teniendo en cuenta las normas de los espacios Ly v H! se mide el error

de la solucion numérica mostradas, ver Tabla 2.

Numero de triangulos  h(u.a.) Ly Error H' Error
5884 0.0351284 1.01776  1.04691

Cuadro 2: Errores de las soluciones numérica.



4. Meétodo de elementos finitos multiescala (Ms-
FEM)

En esta seccién se presentara la formulacién del método de elementos finitos mul-
tiescala (MSFEM), el cual es una mejora del método de elementos finitos (FEM)
presentado en el capitulo 3. Esta mejora es necesaria, ya que, como se describié an-
teriormente, el método FEM puede llegar a ser ineficiente y costoso a nivel compu-
tacional. La razon de esto es la necesidad de una malla muy fina para obtener buenas
aproximaciones a la solucion de la ecuacion diferencial parcial que se este trabajando.
Asi, el MsFEM brinda mejoras significativas en este aspecto, ya que no requiere cal-
cular el sistema lineal utilizando las funciones base descritas previamente con nodos
en la malla fina para conseguir resultados precisos, como se vera a continuaciéon la
eleccion de las funciones base permite reducir la cantidad de elementos necesarios en
comparacion con FEM, esto dado que, este método MsFEM puede capturar detalles

de subconjuntos del dominio e incorporarlos en la solucién, ver [11].

Para ilustrar el funcionamiento del método, consideremos la ecuacion diferencial
eliptica sobre un dominio D C R? en donde k(z) y f(z) son funciones ya conocidas

pero con heterogeneidades. Consideremos,

{_div(k:(x)Vu(:v)) = f(z), zeD, (46)

u(x) =0, ze€dD.

El método MsFEM produce una solucién aproximada u : D — R? para la ecuacién
diferencial planteada mediante la combinacion de funciones base multiescala en una
formulacién global. Dado que, este método constituye una generalizacion de FEM,
se lleva a cabo un procedimiento inicial parecido al de FEM, asi, es necesario realizar
una particién 7 del dominio D, que generalmente se escoge menos densa que la

planteada en FEM y cuyos bloques se llamaran K;, es decir, T = {K;}.

La particién T se interpreta en este contexto como la particién ‘gruesa’ del dominio
D, asi, para capturar algunas particularidades de este a escala fina se realizara un
refinamiento de esta particién al cual se nota por 7", de aqui y como se ha mencio-
nado anteriormente, se construyen las funciones base para este método, conocidas
como funciones base multiescala. Estas funciones se seleccionan de tal manera que

en la malla gruesa sean idénticas a las del método de los elementos finitos, mientras
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que dentro de cada bloque de la malla gruesa son oscilatorias.

Para ilustrar mejor esto, se elige un nodo x; en la particiéon 7 tal que z; ¢ dD y se
toma la funcién base de FEM ¢? asociada a este nodo. La funcién base multiescala
asociada al nodo z;, denotada por ¢!"*, es una funcién que tiene el mismo soporte

que ¢ y ademds cumple la condicién

{_div(k(:z:)vso?s) =0, en K, (47)

O =), en K.

El sistema mencionado anteriormente se resuelve mediante el método de elementos
finitos (FEM).

Uno de los beneficios del refinamiento de la malla gruesa es capturar de manera
especifica las heterogeneidades presentes en las distintas componentes de la malla y

adicionalmente, al utilizar funciones base multiescala reducir la dimensién del calculo.

Ahora, los elementos finitos estan definidos por estas funciones base, es decir, el
espacio de los elementos finitos estd dado por P, = gen{¢/**}. Por tanto, se puede
pasar a reemplazar en una formulacién global, esto es, la aproximaciéon de la funcién
u(z) obtenida por medio del método MsFEM se encuentra en el espacio generado
Py, en conclusién u™*(x) se puede escribir como combinacion lineal de las funciones

base, tal como se muestra a continuacion,
ms ms
u™(z) = E Qip; - (48)
i

Entonces, como en el método de los elementos finitos es necesario hallar los «; para
los cuales u™*(x) es la respectiva solucién de la ecuacion diferencial en escala gruesa,
para lograr esto, se procede a multiplicar la ecuacion inicial por funciones de prueba
o test v(x) las cuales por facilidad del método se toman continuamente diferencia-
bles, luego se puede reemplazar la solucién u™*(z) en la ecuacién diferencial a escala
fina y se proyecta en la escala gruesa para encontrar aproximadamente a los «;, para

ello, en este caso se tienen dos opciones:

Tomar las funciones de prueba v(z) como funciones que se encuentran en el espacio
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Py, = gen{¢"*} obteniendo asi la formulacién de Galerkin,
—div(k(z)Vu™ (z))v(z) = f(z)v(z) con wv(z) € P. (49)

Al integrar sobre el subdominio K, se obtiene

/K —div(k(z) Vu™ (2))v(z) = /K f(@)v(@). (50)

O tomar las funciones de prueba v(x) como funciones que se encuentran en el espacio
W, = gen{¢?}, obteniendo asf la formulacién de Petrov-Galerkin, en donde de nuevo
se sigue el procedimiento inicial realizado en el capitulo 3 con v € W}, se plantea
la integraciéon del subdominio K como en la ecuacién 50 para solucionar el siguiente
problema.

—div(k(x)Vu™ (z))v(z) = f(z)v(z) con v e W (51)

En ambas formulaciones, la solucién del sistema a escala fina es multiplicada por
funciones de prueba a escala gruesa, por tanto la solucién estard dada en escala
gruesa, en este articulo, se seguira con la formulacién de Petrov-Galerkin escrita an-

teriormente en 51 para asi ilustrar el método MsFEM en su totalidad.

Asi, para realizar la integracion sobre el dominio D teniendo a las funciones de prueba
en W, se integra sobre cada uno de los bloques de T, se aplica integracién por
partes y se tiene en cuenta las condiciones de v(z) en la frontera, son 0. Obteniéndose
asi,

Z (/ k(xz)Vu™ (x)Vou(x) dx) = / f(z)v(z) dx. (52)
KeTh K b

Reemplazando la expresién dada para u™*(z) en la ecuacién (52), se sigue que

) ( /K k(x)V (Zaiso?”) Vou(z) d:v) = /D f(x)o(z) da. (53)

KeTh
Finalmente, se puede observar que esta tltima expresion se puede escribir matricial-
mente como un sistema dado por Aa = b. Tal que o = (), A = (a;j) y b= (b;), en

donde los elementos A y b estan dados por

o= 3 [ Ha)VerTep d, (54)
Kgerh K
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b = /D [ de, (55)

respectivamente.

En general, la matriz A es una matriz dispersa, es decir, contiene una gran cantidad
de elementos iguales a 0, por lo tanto, para resolver este sistema lineal, es conveniente
usar un método que sea altamente eficiente para este tipo de matrices. Para facilitar la
implementacién del algoritmo se pueden reformular las funciones base escribiéndolas

en funcién de las funciones base a escala fina de FEM. Ver [8].

4.1. Resultados numéricos

En esta subseccion, se mostrara resultados computacionales del MsFEM para la
ecuacion de la cuerda elastica y para un problema de difusion isotropica en medios
heterogéneos. A través de estos ejemplos, se ilustrard como la metodologia multies-
cala mejora la representacion de fenémenos con variaciones espaciales significativas.

Los cddigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [26].

4.1.1. MSsFEM para la ecuacién de la cuerda elastica

Recordemos el problema de la cuerda elastica mostrado en la seccién 3.1

Encontrar « : [0, 1] — R, u(z), tal que
—(k(z) - W/(z)) = f(x),z € (0,1)
u(0) = 0,u(1) =0

Resolvamos dicho problema usando MsFEM. Supongamos que el intervalo [0, 1] se

divide en N segmentos, de la siguiente forma
0:.T0<l’1<"'<$i<;€i+1"'<$1\721.

La funcién base ¢; para el nodo i esta dada por la solucién de (k(z)¢;)" = 0, con so-
porte en el intervalo [z;_1,z;41]. En el intervalo [x;_1, z;], las condiciones de frontera
para la funcién base ¢; se definen como ¢;(z;—1) = 0y ¢;(x;) = 1, y en el inter-

valo [z, x;11], las condiciones de frontera para la funcién base ¢; se definen como
¢i(zi) = 1y ¢i(wit1) = 0.

Para hallar los elementos de la matriz de rigidez, no necesitamos una expresién
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explicita de ¢;, solo es necesario calcular k(x)¢@.. Anteriormente, se dijo que
(k(z)¢;)" = 0, esto implica que k(x)¢, = ¢, donde ¢ es una constante, donde las
constantes son diferentes en cada intervalo [x; 1,;] v [x;, 2;41]. Para hallar dicha

constante observe que
c
/

(bi:%v

integrando en el intervalo [z;_1, x;] se sigue que

T; i c
¢idr = / ——du,
/:137;1 Ti—1 k(x)

x; —c/wi dx
Ti—1 Ti_1 k($)’

y como ¢(x1) — ¢(x;—1) =1 —0 =1 se tiene que
i dx

1= c/ —

vy K(2)

1

/zi dr
ziy K(T)

De manera analoga, integrando en el intervalo [z;, ;1 1] se sigue que

esto es

i

luego,

() = o =

;o 1
k(x)¢p; = —/ul—d_x
o k()

Luego, escribiendo el problema de manera matricial como Aa = b, donde los elemen-

tos de A estan dados por
x; Tit1
o= [ H@e@yds+ [ s o
Ti1 T;

1 o 0\/ 1 s 0\/
= /’”—dx (%)dw—/ml—dx (¢7) dx
Ti—1 Zq

k()

. k()
1 0 0 1 0 0
= /x—d_l' (9 (i) — &;(wi1)] — /ul—cm (97 (Tit1) — &;(ws)]

_, k(z)

i
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Como ¢f(z;) = 1,sii=j,y ¢J(x;) =0, si i # j, se sigue que

1
Q;5—1 = T dr
1 1
ai,i = T; dr + Tir1 dr
1

Qi1 = T gy
/ k()

1

De esto se observa que la matriz A es una matriz tri-diagonal, ademés b; = / feldz.
0

Asi la solucién numérica esta dada por la solucién del problema matricial Ax = b.

Si consideramos el intervalo [a,b] = [0, 1], con k(z) = 1y f(z) = 1, el problema se

plantea como

Encontrar u : [0, 1] — R, u(z), tal que
—u"(x) =1,z € (0,1),
u(0) = 0,u(1) = 0 condicién de frontera de Dirichlet.

Se sigue que la soluciéon numérica del problema es presentada en la Figura 11.
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Solucidon numérica de -u"(x)=1 con MsFEM

uix)

0.1t /
0.08 | r \
0.06 / \

002 /

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 11: Solucién aproximada de —u”(x) = 1 en [0, 1] usando MsFEM. Implemen-
tacién realizada en [20].
4.1.2. MsFEM para un problema de difusion isotrépica

A continuacion, se presenta un ejemplo que ilustra la resolucién numérica de un
)
problema de difusién isotropica, considerando un coeficiente de permeabilidad con

una estructura heterogénea y altamente contrastante.

Ejemplo 4.1.1 Consideremos el siguiente problema de difusion isotropica y la malla
de tamamno 100 x 100 mostrada en la Figura 12, en donde se pueden observar distintos

canales de contraste que componen un medio de permeabilidad heterogéneo.

10
-V <O 1) Vu(zy,z2) = 1, x€]0,1] x[0,1],

u(zy,xe) = 0, x€dD.
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Malla gruesa y coeficiente de permeabilidad

0.9

0.8

0.7

0.6

>0.5

0.4

0.3

0.2

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Figura 12: Malla gruesa y coeficiente de permeabilidad. Implementacion realizada en
[20].

En la Figura 13 se presenta una solucion numérica utilizando el software Matlab
[20] en donde, mds especificamente, se toma la malla gruesa de tamano 10 x 10,
donde se usan 121 funciones base, y en la cual se realiza un refinamiento de 10 x 10
en cada blogque. Asi, se puede comparar la efectividad del método MsFEM tomando
primeramente como coeficiente de contraste (permeabilidad) tanto en el fondo de la

malla, como en los canales e inclusiones el mismo wvalor, en este caso 1.
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1 o Fine scale sol 0.06 Visualizacién 3D 0.06
0.04 0-05 ‘ 0.04
>0.5
0.02 0 0.02
1 0.5 0.5 1
y 00 <

0 0.5 1 °
X
] MsFEM Sol 0.06 Visualizacién 3D 0.06
0.08 0.05 . 0.04
>0.5
0.02 0 0.02
1
1
0.5 0.5
0 0 00 0
0 0.5 1 y X
X

Figura 13: Solucién implementada en [20].

Esta solucion presenta un error numérico de 0.21001, medido en la norma Lo(D).
Se visualiza un buen comportamiento del método respecto a la solucion con una fina
escala. Sin embargo, colocando un coeficiente de contraste de 1 en el fondo y de 10°

en los canales e inclusiones, ocurre lo que se visualiza en la Figura 14.
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4 o Fine scale sol Visualizacién 3D 0.04
0.04 '
0.05
0.03 ‘ 0.03
0.02 0.02
0
0.01 1 ] 0.01
o 0.5 0.5
0 0.5 1 y 00 X 0
X
] MsFEM Sol 0015 Visualizacion 3D 0.015
0.01 0.01
0.005 0.005
0
0 0.5 1 0
X

Figura 14: Solucién implementada en [20].

Esta solucion presenta un error numérico de 0.87702, medido en la norma Lo(D),
entonces, se confirma que, en un medio con un coeficiente de contraste heterogéneo y
que tiene cambios bruscos, el comportamiento del método respecto a la solucion con

una fina escala es realmente deficiente.



5. Meétodo generalizado de elementos finitos mul-
tiescala (GMsFEM)

En esta seccion se ilustrara el funcionamiento del Método Generalizado de Elementos
Finitos Multiescala (GMsFEM), el cual es una generalizacién del método presentado
en el capitulo 4. Este método mejora significativamente el nivel de aproximacion a
la solucién, especialmente en problemas multiescala con alto contraste o donde k()
tiene valores grandes y variables, GMSFEM permite introducir propiedades fisicas
relativas al problema multiescala e imponer condiciones en la geometria del dominio.

Ver [8, 9, 14].

Para visualizar la teoria que sustenta y se relaciona con este método (GMsFEM),
se considera la misma ecuacién diferencial parcial eliptica estudiada en capitulos

anteriores.

{_div<k<x)w(m)> =f(), weD, (57)

u(z) =0, z€dD.

El objetivo de este método es hallar una solucién aproximada u(z) tal que v € Hj (D)
y que cumpla la siguiente igualdad para cualquier funcién de prueba v(z) que se

encuentre en el espacio H} (D)

/Dk(x)Vu(x)Vv(x) dr = /Df(x)v(x) dx. (58)

Al igual que en los métodos FEM y MsFEM, para aproximar la funcién u(z) se
considera una particién gruesa 7 del dominio D y asf, para dar una solucién u(z)
mas adaptada a la solucion real se introduce una malla que refina la particion y que

se nota como T,

La formulacién de Galerkin pide encontrar en especifico a u(x) en el espacio V(D)
y que siga cumpliendo la ecuacién 58 con las funciones de test o prueba v(z) en el
mismo espacio. Es importante aclarar que, el espacio V(D) es aquel conformado por
la discretizacion del dominio D por elementos finitos de funciones continuas lineales
por partes, relativas a la triangularizacién formada en la malla fina 7" y por tanto,
témese V(D) como todas aquellas funciones que pertenecen a V(D) y que son 0

en la frontera.
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Entonces, como las integrales de la ecuacién 58 se pueden representar como dos
formas bilineales (0 més bien tienen dos formas bilineales asociadas), las cuales en

este articulo se llamarédn a y F' respectivamente, es decir;

a(u,v) = /Dk:(:B)Vu(:z)Vv(x) dz, (59)

Fv) = /Df(x)v(x) dx. (60)

Asi, la formulacion de Galerkin de la ecuacion anterior consiste en encontrar
u € V(D) tal que
a(u,v) = F(u), para todo v € VJ*(D),

o de manera matricial, de la siguiente forma
Au=b.

Y teniendo en cuenta que toda forma bilineal se puede escribir por medio de matrices,

se sigue que para todo u,v € V(D) se tiene que

u’ Av = a(u,v) = /Dk(x)Vu(x)Vv(x) dx, (61)
vTh = F(v) = /Df(:v)v(:v). (62)

Entonces, sean {x;} los nodos de la malla 7. Se formardn las funciones base en
cada uno de estos nodos. Sin embargo, para hacer estas funciones mas robustas en su
soporte, se toma la informacién mas importante relativa a la vecindad que lo rodea,

para ello se define la vecindad de dicho punto de la siguiente forma.

w; = U{Kj eT":z, € K;}. (63)

En la Figura 15 se muestra la vecindad del nodo x; en el dominio D.
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D

i

TH : malla gruesa

L

K

Figura 15: Vecindades del dominio D. Elaboracién propia.

Asi, para hallar las funciones base que ayudaran a aproximar la solucion real, se
considera el siguiente problema de autovalores de alto contraste, tomando como

dominio a cada una de las vecindades w;.
—div(k(x)VY) = Ak(x). (64)

La razén del querer hallar las funciones base como combinacién lineal de vectores
propios es que, al determinar estos vectores en dicha regién, se puede extraer la in-
formacion mas importante escogiendo aquellos vectores propios dominantes, es decir,

aquellos que se encuentran asociados a valores propios pequenos.

Observe que nuevamente en la anterior ecuacién se tiene un problema parecido al
inicial, pero en un dominio mas pequeno, entonces se sigue que la formulacion débil
del problema pide encontrar vectores propios ¢/ y un nuimero real A\ tal que para

cualquier funcién de test z € Hj(w;) se tenga que

/‘ k(x)Vi(z)Vz(z) de = / Me(x)z(x) dx. (65)

Wi

Esto se puede representar analogamente utilizando la forma bilineal a definida pre-

viamente en 59 y la forma bilineal m, que se define;

m(z1, 22) = /Dk(x)zl(x)ZQ(x) dz. (66)

Entonces, la ecuacién 65 se puede expresar en términos de formas bilineales como

un problema de valores y vectores propios generalizados, ver Apéndice B. Tal como
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se muestra a continuacién
au, (¥, 2) = Amy,, (1, 2)  con  z € Hy(w;). (67)

Sin embargo, se esta trabajando con la formulaciéon de Galerkin, entonces realmente
se estd buscando una funcién de prueba z en V" (D), es decir, en un subespacio de
V(D) que solo tiene las funciones base de FEM definidas sobre los nodos de la malla

fina que se encuentren en la vecindad wj.

Para mayor claridad, los valores y vectores propios resultantes de la solucién de dicho
problema se notaran como {\j"} y {¢{" } respectivamente. Como se menciond, solo
se escogeran los dominantes. Asi, al finalizar este procedimiento con todas las vecin-
dades, se conforma el espacio generado por todos los vectores propios escogidos y se
procede a ordenar estos vectores propios segun su valor propio asociado (de menor
a mayor). A este espacio formado se le notard como V,,s €l cual serd el espacio de

las funciones base multiescala generalizadas.

Para la construccién del espacio grueso, se seleccionan los espacios correspondientes

a autovalores pequenos. Esta base se define como:

=iy, 1<i<N, 1<(<L,

donde L; es el nimero de autovalores seleccionados para el nodo i, y x; es una
particion de la unidad.

Finalmente, el espacio multiescala espectral local se define como

Vyms = span{®; ;} con 1 <i < N,y 1 << L,.

Entonces, la solucién en la malla gruesa
uo(x) = Z ¢ P;
i

del problema se encontrard tomando las funciones de prueba v(x) en el espacio Vs

y solucionando la ecuacién a(u,v) = F(v).

La matriz del sistema en malla gruesa se obtiene mediante la transformacion:
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Ay = RyARL,

donde

RY =[®,...,®pn.]

En este contexto, las funciones ®; corresponden a bases discretas definidas sobre la
malla fina. Para simplificar la notacion, se emplea el mismo simbolo para las bases
multiescala continuas.

La solucion multiescala de elementos finitos se obtiene proyectando la solucion fina

sobre el espacio Vi, lo cual se expresa mediante la ecuacion:

Apug = bo,

donde
by = Ryb.

Finalmente, la solucion en la malla gruesa se mapea de vuelta a la malla fina mediante

u = Ruy.

5.1. Resultados numéricos

En esta subseccion, se implementara el GMsFEM para resolver la ecuacién de presion
en medios porosos heterogéneos. A través de ejemplos comparativos con el MsFEM,
se analizard la eficiencia del método en términos de precision numérica y capaci-
dad para capturar la dindmica multiescala, destacando el impacto del niimero de
funciones base en la mejora de los resultados.

Los cédigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [26].

5.1.1. GMSsFEM para la ecuacién de presion en medios porosos hete-

rogéneos

Tal como se ha estado trabajando la ecuacion de presiéon en medios porosos hete-
rogéneos, expresada como una ecuacion de flujo en términos de la ecuacién de Darcy,

es la siguiente ecuacion parcial diferencial eliptica:

{ -V - (k(z)Vu(z)) = f(x),x € D, (68)

u(x) = g(x),x € OD.
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donde u(z) se refiere a la variable de presion, k(z) indica la permeabilidad variable
en el medio, V representa el operador nabla que denota el gradiente, y f(x) es una
funcién que caracteriza posibles fuentes o sumideros en el medio. Esta formulacién es
esencial en la simulacién de flujos de fluidos en medios porosos, especialmente cuando
la permeabilidad varia espacialmente, como ocurre en aplicaciones hidro-geolégicas

y en la ingenieria de yacimientos petroliferos.

Con base en lo anterior, consideramos el mismo ejemplo realizado en el método
MsFEM para asi poder comparar la eficiencia o no eficiencia de este con respecto al
método GMsFEM.

Ejemplo 5.1.1 Considere el siguiente problema de difusion isotropica y la malla de

tamano 100 x 100 observada previamente en la figura 12

10
V. <O 1) Vau(zy,za) = 1, we[0,1] x[0,1], (69)

u(zy,z2) = 0, x€0dD.

En la Figura 16 se muestra la solucidn numérica obtenida con Matlab [20]. Para ello,
se utilizo una malla inicial de tamano 10 x 10, la cual fue refinada en cada bloque
con una subdivision adicional de 10 x 10, aplicando el método GMsFEM. En esta
simulacion, se establecio el coeficiente de contraste en 1 tanto para el fondo como
para los canales e inclusiones, empleando un total de 121 funciones base en la malla

micial.
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Fine scale sol Visualizacion 3D

1 0.06 0.06

0.08 0.05 ‘ 004

>0.5
0.02 0 0.02
1
1
0.5 05

0 0 00

0
X
] GMsFEM Sol Visualizacién 3D
0.05 0.05
0.04 0.05 ‘ 0.04
=05 0.03 0.03
0.02 0 0.02
0.01 1
0.5 05 1 0.01
0 0 00 0
0 0.5 1 y X
X

Figura 16: Solucién implementada en [20].

Esta solucion presenta un error numérico de 0.31817, medido en la norma Lo(D).
Se wisualiza un buen comportamiento del método respecto a la solucion con una
fina escala. Sin embargo, en comparacion con MsFEM no se observa una mejora en
términos del error y de la solucion, lo cual destaca la necesidad del método GMsFEM
de tener un espacio de funciones base de gran dimension para obtener resultados
aprorimados.

Por otro lado, al asignar un coeficiente de contraste de 1 al fondo, de 10° a los
canales e inclusiones y al emplear 205 funciones base en la malla gruesa, se obtienen

los resultados que se muestran en la Figura 17.
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Fine scale sol

1 004 Visualizacion 3D 0.04
0.05
0.03 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0
0 0.5 1 0
X
1 amMSFEM Sol Visualizacién 3D
0.03
0.03 0.04
0.02 0.02 ‘ 0.02
0.01 0.01
0
0 0.5 1 0
X

Figura 17: Solucién implementada en [20].

En donde, esta solucion presenta un error numérico de 0.4245, medido en la norma
Ly(D) y se visualiza un buen comportamiento del método respecto a la solucion con
una fina escala. FEsto, contrastando con el error de 0.8770 que el método MsFEM
obtuvo al emplearse en la configuracion anteriormente mencionada. Sin embargo,
se hace evidente que para consequir mejores aprorimaciones com uUn error Mmenos
significativo es necesario incluir mas funciones base.

Ahora resolvamos el mismo problema pero incluyendo 4 funciones base adicionales
para el método multiescala generalizado. En la Figura 18 se presenta la solucion
numérica utilizando Matlab [20] en donde la malla gruesa tomada es de tamario
10 x 10 y en la cual se realiza un refinamiento de 10 x 10 en cada bloque utilizando el
método GMsFEM y tomando como coeficiente de contraste tanto en el fondo como

en los canales e inclusiones a 1, usando 605 funciones base en la malla gruesa.
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1 o Fine scale sol 0.06 Visualizacién 3D 0.06
0.04 0-05 ‘ 0.04
>0.5
0.02 0 | 0.02
1 0.5 0.5 1
y 00 <

0 0.5 1 0
X
’ GMsFEM Sol 0.06 Visualizacion 3D 0.06
0.04 0.05 ‘ 0.04
>0.5
0.02 0 0.02
1
1
0.5 0.5
0 0 00 0
0 0.5 1 y X
X

Figura 18: Solucién implementada en [20].

Esta solucion presenta un error numérico de 0.20059, medido en la norma Lo(D).
Se visualiza un buen comportamiento del método respecto a la solucion con una fina
escala. Sin embargo, en comparacion con MsFEM no se observa demasiadas mejoras
en términos del error y de la solucion.

Por otro lado, colocando un coeficiente de contraste de 1 en fondo y de 10° en los
canales e inclusiones, en este caso se usaron 689 funciones base en la malla gruesa,

ocurre lo que se visualiza en la Figura 19.
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Fine scale sol

1 0.08 Visualizacion 3D 0.04
0.05
0.03 ‘ 0.03
0.02 0.02
0
0 0.5 1 0
X
1 e MSFEM Sol 0.04 Visualizacién 3D 0.04
0.03 0.05 0.03
0.02 ‘ 0.02
0.01 0.01
0
0 0.5 1 0
X

Figura 19: Solucién implementada en [20].

Esta solucion presenta un error numérico de 0.33107, medido en la norma Lo(D),
entonces, se confirma que como se ha mencionado previamente, en un medio con un
coeficiente de contraste heterogéneo y cambios bruscos, el comportamiento del método

respecto a la solucion a fina escala es mucho mds eficiente que la del método MsFEM.



6. Meétodo Semi-Discreto Lagrangiano-Euleriano

El método semi-discreto Lagrangiano-Euleriano es un método numérico eficiente para
resolver ecuaciones de conservacion hiperbdlicas. Este enfoque combina las ventajas
del sistema Lagrangiano, que sigue el movimiento de las particulas del fluido, y
del sistema Euleriano, que trabaja en un dominio fijo. La técnica es semi-discreta
porque discretiza el dominio espacial mientras deja el tiempo como una variable
continua, permitiendo una mayor flexibilidad y precisién en la resolucién. El material

presentado a continuacién fue tomado de [2, 14].

6.1. Introduccién 1D y 2D

La construccién del esquema semi-discreto Lagrangiano-Euleriano comienza consi-

derando el siguiente problema

Ou  O0H(u)
ot ox

=0, zeR, t>0, u(x,0)=up(z), wug(r)e L*R), (70)

donde H € C*(Q), H:Q - Ryu=u(z,t): RxRt — Q CR.
Aqui u(z,t) es una variable conservada y H(u) es el flujo relacionado con wu.
Recordemos que el espacio L*(R) es el conjunto de todas las funciones medibles

f : R — R que son esencialmente acotadas, ver [22].

Consideremos esta ecuacién en una malla Lagrangiano-Euleriana centrada en las
celdas:
D @, t) = {(2,t) s 07 (t) Sz < oy (), ty St < tpyr ) (71)
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(b) Representacion 2.
Figura 20: Posibles representaciones geométricas del volumen de control espacio-

tiempo. Elaboracién propia. Inspirado en [2]

Aplicando el teorema de la divergencia a la ecuacién (70) sobre D?’"H, obtenemos

lo siguiente
H
@ naoprnh (72)

H
// v . (u) dD;l,n"rl :%
D;L,n+l 8D;7.,n+1 u

u
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H
7{ ) [ <“)] -ndoD™" ! =0, (73)
opp | U

Ahora, definamos la familia de curvas de no flujo oy (t) en D;L’nﬂ, conp=7,7+ L
Sea 7,(t) = [0,(t),t]" una curva parametrizada respecto a la Figura 20 y su vector
tangente 7,(t) = [o7,(t), 1]

Supongamos que no hay flujo a través de las curvas o7 (t) y o7, (t) sobre los voliime-
nes de control D;L’"H. Esto implica que los voliimenes de control espacio-temporales,

1 .
D;l’nJr , se conservan en diferentes mallas dadas por:

n+1

Ti T
/ u(z, t" ) dr = / u(x, t")dz. (74)
Pk ™

J J
Para la ley de conservacion subyacente, con el objetivo de describir el seguimiento
dindmico hacia adelante de (70), se plantea la siguiente ecuacién diferencial para las
curvas de no flujo:

do™(t)  H(u(o(1), 1))

p

dt - u(on(t),t)

p

t, <t <tp+1, p=yJ,7+1 (75)

Sujeto a las condiciones iniciales o7 (t,) = 25,  u(0o9(to),to) = uo(x).

Ahora introduciremos el método SDLE explicito. Suponiendo que ya se ha obtenido
una aproximacién a la solucién en el instante de tiempo t = t" y en cada nivel
temporal (donde, para t = 0, se cuenta con el dato inicial), la reconstruccién de una
aproximacion lineal por partes es

Lifa,t) = wy(t) + (o), (O — ), 2,y Sw<ap (76)

N|—=

Donde (u,);(t) representa una aproximacién a la derivada exacta wu,(x;,t), mientras

que u} es el valor promedio de la solucién en la malla uniforme. Se usard

o) =MMI (L= 7
O e )
donde |

MML(®1, ®2) = 7 [sign(®1) + sign(Ps)] min (|24], | Do) . (78)

Para las simulaciones numéricas presentadas en esta secciéon se utilizara el siguiente
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limitador de pendiente para aproximar las derivadas numéricas, ver [2],

(u,)" = MM2 (ae — Lo Jﬂm =2 ab JHA 9), 1<9<2  (79)
T X X

Donde « es un parametro ajustable. Con este parametro, el limitador minmod ex-
tendido, MM2(®4, ®o, ®3), se define como

MM2(®;, @y, ®3) = MMI (MM1(Py, ), Ps) . (80)

Teniendo en cuenta la relacién de conservaciéon local y la aproximacién lineal por
partes, podemos calcular el promedio de celda en la malla no uniforme mediante la
siguiente expresion )

n+1 1 A n+1

Al sustituir la aproximacién lineal por partes, obtenemos

1 Tivd Tj+1
n+l __ 2 r n ] n
=5 L j Li(€,t7)de + /x . Ly (€, t)de]| . (82)

De este modo, a partir de un calculo directo, obtenemos la siguiente expresién para

el valor medio en la celda

1 [Ax Az?
n+1 __ n n n n
w = Az, {7 (0 +uj) + = ((w)f = (w)j)| - (83)
—n—+1 —n+1

Aqui, el término ij = Ty}, — T representa la nueva anchura de malla en la
variable x en el siguiente nivel de tiempo ¢t = t"*!. Esta cantidad define el intervalo

: —n+1 —n+1
espacial [T}, T} ]| y se expresa como

Az; = (@] + [T Al) = (@] + [T AL) = Az + (ffy — [})AL (84)
Asimismo, la actualizacién de la posicion de los nodos en la malla se realiza mediante

—n+1 _ _n n
T = 2" 4 frAL (85)

Aqui, f}' representa una aproximacién local de las curvas de no flujo dentro del
sistema presentado en la ecuacién (75), lo que permite ajustar dindmicamente la

malla en funcién de la evolucidon del sistema. Este término se define como
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Hu” H
= () ~ (u)’ para cada j € Z. (86)
u

Dado que esta aproximacion lineal proporciona una manera sencilla y efectiva de
modelar el comportamiento de la malla adaptativa, nos enfocaremos en su uso. De
manera analoga, la misma metodologia se aplica en la region de no flujo, la cual esta

definida como
D = {(w,t) [ o] (t) <z < oj(t), " <t<tmH (87)

A partir de esta definicion, obtenemos el promedio de celda en la malla no uniforme

sobre el intervalo [Z}7}, 7], expresado como
1 Ax Az?
n+1 __ n n n n

Donde la longitud de celda ajustada en la nueva malla se define por

7—1

Finalmente, mediante una proyeccion sobre la malla uniforme original, la solucion

de aproximacion local u;”rl, para todo j € Z, se obtiene a partir de la siguiente
expresion
1
n+1 n+1 n+1
u; " = — |my ju’ T+ meou’ . 90
j Ar 1,5 ]7% 2,5 ]Jr% ( )

Es importante destacar que los volimenes de control D;-L’nﬂ poseen una propiedad
de auto-adaptacion natural, lo que implica un costo de implementaciéon nulo dentro
del diseno del esquema, permitiendo asi una aproximaciéon local mas precisa.
Los coeficientes de proyeccion estan definidos como
Ax Ax
ij - 7 + Atf;l, mlj = 7 — Atfjn (91)

Estos coeficientes pueden reescribirse en la malla no uniforme de la siguiente manera

mij = Axj_1 —maj_1, Moy =Ax; —mi 1, (92)

lo que nos lleva a la forma explicita
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1 — 1
ij = 5 (AZEj_l -+ Atfjn -+ Atf]"il) s m27j = 5 (Al'] — Atfjn — Atf;Ll) . (93)

Sustituyendo (93) en (90), se obtiene el esquema completamente discreto Lagrangiano-

Euleriano en su forma conservativa

T.l+1 = un — g
J 7 Ax

donde el flujo numérico asociado esté definido por

u [F(ul,ul ) — Ful_y,ul)] . (94)

VR J=1 "

1Az Az
Fu?uly) == |— (! —uly)+ ="+ fr) ! +u? )
7 7+1 4 At 9 741 Amj J J+1 J j+1
AZ‘Q n n n n AIQ n n
+4Zm(fj + fi41) ((ux)g - (ux)j+1) + AT ((ux)J + (uf’f)jﬂ)
J

(95)
Las ecuaciones (94) y (95) no admiten una forma semi-discreta debido a que la
funcién de flujo numérico diverge cuando At — 0.
Ahora, veamos cémo las curvas de no flujo descritas en (75) pueden proporcionar
una solucién efectiva para evitar la singularidad en esquemas de la forma (94)-(95),

lo que nos lleva a una nueva clase de esquemas SDLE explicitos.

Un analisis adimensional del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que mo-

dela las curvas de no flujo muestra que

dop(t) [Ax] | %6)

dt At
lo que nos lleva a la siguiente relacion
40 ) o o (HW (97)
dt u )
Donde u y H(u) estan definidos en la ecuacién (70). A partir de (97), podemos elimi-

x
nar la singularidad en el flujo numérico de (95) reemplazando — por una condicién

At
de estabilidad dependiente de O(H (u)/u). Ver [2].

Para construir el esquema explicito SDLE, definimos la % como una funcién de
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. . : , 1
aproximacion de las velocidades locales dentro de los volimenes de control D?’”Jr ,

es decir
bir1 = bj+%(fj= fi1)- (98)

En el esquema dado por (94)-(95), la funcién f; se define como

fi= H{uj) Hi“), Vi Z. (99)

Uy

Dado que esta cantidad se puede evaluar en cada intervalo de tiempo [t",¢"*1],

sustituimos Z; por

(H(ug) H (U?H)) | (100)

n n
Uj Uyt

— Yits
utilizando el truco de no flujo proporcionado por (97). De esta manera, la aproxima-
cién semi-discreta explicita de (70) puede escribirse como

d un'H —u”

—u:(t) = lim 22— 7 101

gt = dm = (101)

lo que conduce a la siguiente forma del esquema semi-discreto

d 1
) =751

donde la funcién de flujo numérico Lagrangiano se define como

Fluj, ujpr) — Fluj1,uj)] - (102)

1 _ _
Fuj, ujrr) = 1 [bj-l—%(uj-i-% — u;%) +(f; + fj+1)(uj+% —l—u;;%)] : (103)
- +
Los valores uj+% y uj+% se calculan como
a Ax Ax
s =y (), = g — = () (104)

Ahora veamos el esquema en 2D, para esto se va a abordar un problema de Cauchy

asociado a la siguiente ecuacion de conservacion
w4 Hu)y + Glu)y = 0, u(x,0) = ug(r,y). (105)

donde H, G € C' y la condicién inicial ug(z, y) pertenece a L° (R?). Antes de calcular

tn+1

la solucién aproximada u(x;,yx,t") en el instante t" y avanzar hacia , primero

reconstruimos una aproximacion a trozos lineales en todas las celdas de la malla
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computacional, siguiendo el mismo procedimiento que en el caso unidimensional
Ljx(z,y,t") = ufy + (wa) i (x — 25) + (uy) 1. (Y — Yi), (106)

para € [, 1,2;1] y ¥ € [yp 1, Yy 1]
Aqui, (uz)7), y (uy )7, representan aproximaciones de al menos primer orden para las

derivadas en x e y de w en los centros de celda (z;, yx ). Especificamente, se cumple que
u(xj, Yr, t") == Lj (7, yx, t") en los nodos de la malla, lo que implica que (u,)}; = 0
y (uy) x = 0.

La formulacion en dos dimensiones del esquema semi-discreto Lagrangiano-Euleriano

se expresa de la siguiente manera
d Lo () = _"rj+%,k - }—jf%,k _ gj,kJr% - gj,kfé
dt Az Ay '

De manera andloga al caso unidimensional, se definen los flujos numéricos multidi-

(107)

mensionales en las direcciones x e y de la siguiente manera

T - +
[bj—i—%,k <uj+%,k — uH%’k)} + (fj,k + fj+17k) ( J+ & + u]+2,k> (108)
[b?k% < Uiy T u] k+3 ﬂ + {9k + Gikr) ( p U +2,k> (109)
junto con las curvas de no flujo discretizadas presentadas en la ecuacion,

H(u; G(u;
fik = H(uje) Y ik = ( J’k), (110)
um um

y los valores intermedios,

U;%,k =y g (t) —
Y,

Ay _ Ay

Aqui, las derivadas (u;);r y (uy);r se calculan de la siguiente forma

. Uje — Uj—1k Ujt1,k — Uj—1k Ujr1,k — Ujk
(uz)jx = minmod | a2 I8 e 22,
Ax 2Ax Az
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. Uj — Ujk—1  Ujk+1 — Ujk—1 Ujr+1 — Ujk
(uy);, = minmod (a9 2 2 a2 J af - ]

Ay ’ 2A\y ’ Ay ) ’
donde o =1,2y1<60<2.
Note que b;—i-%,k y bik% que aparecen en los flujos numéricos Fj1/2k ¥ Gjrt1/2 €n la
ecuacion (109) se escriben en términos de las correspondientes curvas 2D de no flujo

presentadas en la ecuacién (110) usando las siguientes férmulas
bpae = Emix(Ifie + fropl), 1E<5.
bkey = Cmax(|gjk + gjanl), 1<C<5.

J+3.k
que los limitadores de pendiente. De este modo, obtenemos una nueva clase de es-

Los parametros de no flujo (b y b? k+l) pueden considerarse de la misma manera
’ 2

quemas, dada en forma general por las ecuaciones (109) y (110), sujeta a la siguiente
condicién CFL

] _t A |f | _t i | | <
max max | f; max |g;
ik Az ik Bkl Ay J.k Jik B

N | —

)

6.2. Resultados numéricos

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos mediante la implementacién
del método semi-discreto Lagrangiano-Euleriano en 1D y 2D.

Los cédigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [26].

Ejemplo 6.2.1 (Ecuacién de Burgers Inviscida) Consideremos la ecuacion de
Burgers es una ley de conservacion hiperbolica que se utiliza para modelar flujos no

lineales, se tiene

ou OH
8—? + (%E:U) =0, z€R, t>0, wu(z,0)=u(x),
2
donde u(x,t) representa la variable conservada, el flujo estd dado por H(u) = %7 Yy

los datos iniciales discontinuos se definen como

-1, x <0,
1

u(z,0) = .
Y x > )
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lo que crea una discontinuidad inicial en el dominio espacial x € R. Este tipo de
problema genera un abanico de rarefaccion sonica, una solucion continua en el tiempo

que conecta las dos regiones iniciales mediante una transicion suave.

t =0.75, 30 Celdas t =0.75, 100 Celdas

SDLE 1 r SDLE

Soluci6n exacta

Solucién exacta

I I I I I I I I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

(a) Solucién aproximada usando una malla (b) Solucién aproximada usando una malla
de 30 celdas. de 100 celdas.

Figura 21: Solucién aproximada usando SDLE en ¢ = 0,75. Implementacién realizada
en [20].

Ejemplo 6.2.2 (La ecuacién de Buckley—Leverett con gravedad) Consideremos
el sistema de flujo de dos fases (agua y petroleo) con gravedad, este modelo es usado
para el problema de inyeccion de agua en reservorios de recuperacion de petroleo.

Este sistema estda dado por

-V [k/\tot(sw)vp] = (ot

aSw a(“totf(sw)) a(vtotg(sw)) -
R Y VR

donde K representa el tensor de permeabilidad absoluta, Moy es la mouvilidad total,

p corresponde a la presion termodindamica, ¢ es la porosidad del medio, S, € [0, 1]
denota la saturacion de agua, y Wy = (utot,vtot)T es la velocidad total del fluido,
obtenida como la suma de las velocidades de las fases de agua y petraleo.

En ausencia de compresibilidad, la primera ecuacion del sistema tiene un comporta-
miento eliptico. Como la mouvilidad total depende de la saturacion de agua, la presion
varia en el tiempo a medida que se desplaza el frente de saturacion. Esta ecuacion
combina la ley de Darcy con la conservacion de masa. Una vez determinada la pre-

sion con la primera ecuacion, la velocidad total del fluido se obtiene mediante la ley
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de Darcy

Ugot = K)\tot(Sw)vP'

La sequnda ecuacion se conoce como ecuacion de saturacion. Cuando no se consi-
deran los efectos gravitacionales ni la capilaridad, las funciones de flujo f(S,) ¥y
9(Sw) en las direcciones x e y son idénticas y corresponden a la funcion de flujo

fraccionario de Buckley—Leverett

SQ

g(Sw) = f(Sw) = o )
S+ E2(1= 5,

donde i, y 1o representan las viscosidades de las fases de agua y petroleo, respecti-
vamente. Para simplificar, en las simulaciones realizadas, se establecen los siguientes
valores: K como la matriz identidad 2 X 2, M\ot(Sw) =1, 6 =1, ¥ quot = G = 0.
Cuando se incluyen efectos gravitacionales en la ecuacion de saturacion, el problema
se complica debido a que las funciones de flujo en las direcciones x e y ya no son
wdénticas y presentan caracteristicas no convexas. En este caso, el flujo en la direccion
x sigue el modelo de Buckley—Leverett, pero en la direccion y la ecuacion toma la
forma
98y 0(f(Sw)) | 0(g(Sw))

. . 2
Gt g T =0 (my) € 15,15 x [0,0.5)

La funcion de flujo en la direccion y se modifica para incluir los efectos gravitacio-

nales

9(Sw) = F(Su)(1 = Cy(1 — 8,)?); Z— =1, C,=5

con la siguiente condicion inicial

1, 22+y*<0.5,
u(z,y,0) = .
0, en otro caso.

A continuacion, las Figuras 22, 28 y 24 presentan aprorimaciones numéricas del
frente de saturacion de agua para el problema bidimensional hiperbolico, resuelto

mediante el esquema semi-discreto propuesto usando una malla de 32 x 32.
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Visualizsacién 2D Saturacion. t = 0.00, con 32x32 cel1das
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Figura 22: Soluciones numéricas usando SDLE en ¢ = 0. Usando una malla de 32 x 32.

Implementacion realizada en [20].

Visualizacion 3D Saturacion. t = 0.25, con 32x32 celdas
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Visualizsacién 2D Saturacion. t = 0.25, con 32x32 celdas
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Figura 23: Soluciones numéricas usando SDLE en ¢t = 0.25. Usando una malla de

32 x 32. Implementacion realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t = 0.50, con 32x32 celdas

0.8 Visualizsacién 2D Saturacion. t = 0.50, con 32x32 celdas
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Figura 24: Soluciones numéricas usando SDLE en t = 0.5. Usando una malla de
32 x 32. Implementacién realizada en [20].

Las Figuras 25, 26 y 27 muestran aproximaciones numeéricas del frente de saturacion
de agua en el problema bidimensional hiperbolico, obtenidas con el esquema semi-

discreto propuesto y una malla de 128 x 128.
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Visualizacion 3D Saturacion. t = 0.00, con 128x128 celdas

4 5Visua|izaci6n 2D Saturacion. t = 0.00, con 128x128 celdas
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Figura 25: Soluciones numéricas usando SDLE en ¢t = 0. Usando una malla de 128 x
128. Implementacién realizada en [20)].
Visualizacion 3D Saturacion. t = 0.25, con 128x128 celdas
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Figura 26: Soluciones numéricas usando SDLE en ¢t = 0.25. Usando una malla de
128 x 128. ITmplementacién realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t = 0.50, con 128x128 celdas

09 Visualiz135ci6n 2D Saturacion. t = 0.50, con 128x128 celdas

0.8

06 0.6

Figura 27: Soluciones numéricas usando SDLE en t = 0.5. Usando una malla de
128 x 128. Implementacién realizada en [20].



7. Acomplamiento (Método Semi-Discreto Lagrangiano-
Euleriano + GMsFEM)

El material presentado a continuacién fue tomado de [14, 21].

El problema que abordaremos consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales que
modela el flujo bifdsico inmiscible e incompresible de agua y petréleo en medios
porosos heterogéneos dentro de un reservorio rectangular, Q = [0, X] x [0,Y].

La ecuacién de conservacion de la masa esta dada por
V-v=0, (111)
donde la velocidad total de filtracién de Darcy se expresa como
v=—A(S)K(z)Vp. (112)

Este sistema esta acoplado con la ecuacién de transporte para la saturacién de agua,

oS
5 TV Wf(9) =0, (113)
donde S representa la saturaciéon de agua y la funcién de flujo fraccional f(.S) esta
dada por
K (S)
f(s) = . 114
%) pw(S) )

El coeficiente de movilidad total A(S) se define en términos de las permeabilidades

relativas k,o(S) y las viscosidades de fase p, (v = w,0) como

(115)

El modelo hiperbdlico de transporte escalar se maneja mediante nuestro esquema

Lagrangiano-Euleriano semi-discreto y puede escribirse en su forma abierta como

0s 0 0
o T 5a = H () + 5 (0, H(S) =0, (116)
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con la condicidn inicial

1, =<0,
S(x,y,0) = So(x,y) = (117)
0, de lo contrario.

Aqui, v, = v,(z,y,t) y vy, = vy(z,y,t) denotan las componentes = e y del campo de
velocidad v.
Para nuestras aproximaciones numéricas, consideramos curvas de permeabilidad re-

lativa cuadraticas,

krw(S) = 8%, kno(S) = (1= 8)?, (118)

con valores de viscosidad p,, =1y p, = 2.

7.1. Descomposicion de operadores

Para solucionar el problema anterior, se emplea la descomposicion de operadores,
esta permite desacoplar las ecuaciones del sistema en dos subproblemas: una etapa
de presién y una etapa de transporte.

La primera etapa, correspondiente a la resolucién de la ecuacién de presion, se en-
carga de determinar la velocidad y presion del fluido en el paso de tiempo actual.
En esta fase, a partir de los valores previos (p,_1,u,_1, S,_1), se obtiene la solucién

(pn, u,) mediante la ecuacién de conservacién de la masa:
V-v=0. (119)

Posteriormente, en la segunda etapa, se resuelve la ecuacion de transporte de la

saturacion de agua utilizando la velocidad obtenida en la primera etapa:

oS

— + V- (vf(9))=0. (120)

ot
El proceso numérico se esquematiza en la Figura 28. Inicialmente, se parte de los
valores previos (pn_1, Un—1,S,—1), los cuales son utilizados en la ecuacién de presién
para obtener (p,,u,). Luego, la ecuacién de transporte actualiza la saturacién S,

completando asi el ciclo de avance temporal.
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Presién
v St (pa,va)
S - -
(OX -’
Q‘ﬁeﬁ\ (g - ” -
o0 T P -
<
Q{b)\o -7 e
- -’
s -
e A~
- Valores nuevos
(Pr—1,Vn—1, Sn—1) (Sn—1, Vn )=t Sp = = = = = = » (Pns Un,y Sh)

Transporte

Figura 28: Descomposicién de operadores utilizada para resolver el problema del
modelo bifdsico. Elaboracién propia. Inspirada en [21].

Este esquema permite una solucién mas eficiente del sistema, evitando la necesidad
de resolver simultaneamente las ecuaciones de presion y transporte, lo que reduce el

costo computacional de la solucién.

7.2. Resultados numéricos

En esta seccion se presentan los resultados numéricos obtenidos para la simulacién
de flujos bifasicos en medios porosos heterogéneos, considerando el dominio

Q0 = [0,128] x [0,32], discretizado en una malla uniforme de 128 x 32 celdas. Se
analizan la saturacion, la velocidad y la presion del fluido en distintos tiempos de
simulacion.

Los cédigos de las simulaciones se encuentran disponibles en el repositorio [26].

7.2.1. Flujos bifasicos en medios porosos heterogéneos

Ejemplo 7.2.1 Se aborda la solucion del problema de flujo bifdsico en medios po-
rosos heterogéneos, considerando las condiciones previamente establecidas y el coefi-
ciente de permeabilidad representado en la Figura 29. En esta figura se observa un
medio de permeabilidad heterogénea, donde los valores de permeabilidad varian entre
1y 5. El limite inferior, 1, representa materiales de menor conductividad hidrdulica,

mientras que el limite superior, 5, corresponde a fracturas o zonas de alta permeabi-
lidad.
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Permeabilidad

20 40 60 80 100 120
xT

Figura 29: Coeficiente de permeabilidad. Implementacién realizada en [20].

A continuacion, las Figuras 30, 31, 32 y 33 muestran las aproximaciones numéricas
del frente de saturacion de agua en el problema de flujo bifdsico, resuelto mediante
el acoplamiento del SDLE y GMsFEM. Los resultados se obtienen en una malla de
128 x 32 celdas, evaluando la evolucion del frente de saturacion en los instantes de
tiempo t = 50, t = 100, t = 200 y t = 400, respectivamente.

Visualizacion 3D Saturacion. t =50, con 128 x 32 ce1ldas

Figura 30: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢ = 50. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t = 100, con 128 x 32 celda1s

- Visualizacion 2D Saturacion. t =100, con 128 x 32 celd1as
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Figura 31: Soluciones numéricas de la Saturacién en t = 100. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].

120 30 Y

Visualizacion 3D Saturacion. t =200, con 128 x 32 c?ldas

Figura 32: Soluciones numéricas de la Saturacién en t = 200. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t =400, con 128 x 32 c<1eldas
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Figura 33: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢ = 400. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].

Las Figuras 34a, 34b, 35a y 35b presentan las soluciones numéricas del campo de
velocidades del problema, obtenido mediante el acoplamiento del SDLE v GMsFEM.
Los cadlculos se realizaron en una malla de 128 x 32 celdas, analizando la evolucion

en los tiempos t = 50, t = 100, t = 200 y t = 400, respectivamente.

Campo de velocidades, t =50 con 128 x 32 celdas Campo de velocidades, t =100 con 128 x 32 celdas

70

70

s S S
T

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

(a) Campo de velocidades en t = 50. Usan- (b) Campo de velocidades en ¢t = 100. Usan-
do una malla de 128 x 32. Implementacién do una malla de 128 x 32. Implementacion
realizada en [20]. realizada en [20].

Figura 34: Comparacion de los campos de velocidades en ¢ = 50 y ¢ = 100.
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Campo de velocidades, t =200 con 128 x 32 celdas Campo de velocidades, t =400 con 128 x 32 celdas

70

70

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
x x

(a) Campo de velocidades en t = 200. Usan- (b) Campo de velocidades en ¢t = 400. Usan-
do una malla de 128 x 32. Implementaciéon do una malla de 128 x 32. Implementacion
realizada en [20]. realizada en [20].

Figura 35: Comparacion de los campos de velocidades en ¢ = 200 y ¢ = 400.

Finalmente, las Figuras 36a, 36b, 37a y 37b muestran las soluciones numéricas de
la presion del problema, obtenidas a través del acoplamiento del SDLE y GMsFEM.
Los calculos se realizaron en una malla de 128 x 32 celdas, evaluando la evolucion

en los instantes de tiempo t = 50, t = 100, t = 200 y t = 400, respectivamente.

Presion, t =50 con 128 x 32 celdas Presion, t =100 con 128 x 32 celdas

60

300 300
50

250 250
40

200 200

=N

30

150 150

100 20 100

50 10 50

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
x x

(a) Soluciones numéricas de la Presién en (b) Soluciones numéricas de la Presién en
= 50. Usando una malla de 128 x 32. Im- ¢ = 100. Usando una malla de 128 x 32. Im-
plementacion realizada en [20]. plementacion realizada en [20].

Figura 36: Comparacion de la presion en ¢t = 50 y ¢ = 100.
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Presion, t =200 con 128 x 32 celdas
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Presion, t =400 con 128 x 32 celdas
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(a) Soluciones numéricas de la Presién en  (b) Soluciones numéricas de la Presién en
t = 200. Usando una malla de 128 x 32. Im- ¢ = 400. Usando una malla de 128 x 32. Im-
plementacién realizada en [20]. plementacion realizada en [20].

Figura 37: Comparacion de la presion en t = 200 y t = 400.

Ejemplo 7.2.2 A continuacion, se considera el problema incorporando el coeficiente
de permeabilidad representado en la Figura 38. La permeabilidad se modela median-
te una distribucion log-normal, dado que en medios geoldgicos reales esta propiedad
suele presentar una alta heterogeneidad. Para ello, se establece una permeabilidad
media de 3, con una dispersion controlada por una desviacion estandar logaritmica
de 1.2, lo que permite introducir variabilidad en los valores generados. Se imponen
limites entre 0.1 y 5, donde el valor inferior representa materiales de baja permeabi-
lidad, mientras que el valor superior simula fracturas o zonas de superpermeabilidad.
Adicionalmente, se incorporan diez canales de alta permeabilidad en ubicaciones alea-
torias, con longitudes que varian entre 10 y 30 celdas en la direccion horizontal y
anchos entre 3 y 10 celdas en la direccion vertical. Estas estructuras geoldgicas re-
presentan zonas preferenciales de flujo, permitiendo una mejor caracterizacion del

medio poroso.
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Figura 38: Coeficiente de permeabilidad. Implementacién realizada en [20].

Las Figuras 39, 40, 41 y 42 presentan las soluciones numéricas del frente de satu-
racion de agua en el problema, resuelto mediante el acoplamiento del SDLE y GMs-
FEM. Los resultados fueron obtenidos en una malla de 128 x 32 celdas, analizando la
evolucion del frente de saturacion en los tiempos t = 50, t = 100, t = 200 y t = 400,

respectivamente.

Visualizacion 3D Saturacion. t =50, con 128 x 32 ce1ldas
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e 30
20

105 = ‘ 05
10

0

404 0 T
0 20 40 60 80 100 120

Figura 39: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢ = 50. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t =100, con 128 x 32 c?ldas

Figura 40: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢ = 100. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].

Visualizacion 3D Saturacion. t =200, con 128 x 32 c?ldas

Figura 41: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢t = 200. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].
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Visualizacion 3D Saturacion. t =400, con 128 x 32 c<1eldas

0.9

0.8

Lo Visualizacion 2D Saturacién. t = 400, con 128 x 32 $eldas

0 20 40 60 80 100 120

03 T

0.2

0.1

Figura 42: Soluciones numéricas de la Saturacién en ¢ = 400. Usando una malla de
128 x 32. Implementacién realizada en [20].

Las Figuras 43a, 43b, 44a y 44b muestran las aproximaciones numéricas del campo de
velocidades en el problema, resuelto mediante el acoplamiento del SDLE y GMsFEM.
Los cadlculos fueron realizados en una malla de 128 x 32 celdas, evaluando la evolucion

en los instantes de tiempo t = 50, t = 100, t = 200 y t = 400, respectivamente.

Campo de velocidades, t =50 con 128 x 32 celdas Campo de velocidades, t =100 con 128 x 32 celdas

70

70

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

(a) Campo de velocidades en t = 50. Usan- (b) Campo de velocidades en ¢t = 100. Usan-
do una malla de 128 x 32. Implementacién do una malla de 128 x 32. Implementacion
realizada en [20]. realizada en [20].

Figura 43: Comparacion de los campos de velocidades en ¢ = 50 y ¢ = 100.
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Campo de velocidades, t =200 con 128 x 32 celdas Campo de velocidades, t =400 con 128 x 32 celdas

70 70

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

(a) Campo de velocidades en t = 200. Usan- (b) Campo de velocidades en ¢t = 400. Usan-
do una malla de 128 x 32. Implementaciéon do una malla de 128 x 32. Implementacion
realizada en [20]. realizada en [20].

Figura 44: Comparacion de los campos de velocidades en ¢ = 200 y t = 400.

En las Figuras 45a, 45b, 46a y 46b se ilustran los resultados numéricos obtenidos la de
presion en el contexto del problema analizado. La resolucion se llevo a cabo mediante
la combinacion del SDLE y GMsFEM, utilizando una malla de 128 x 32 celdas. La
evolucion de la presion se evalia en los instantes de tiempo t = 50, t = 100, ¢t = 200
y t = 400.

Presion, t =50 con 128 x 32 celdas Presion, t =100 con 128 x 32 celdas
60
140 140
50 120 120
40 100 100
= 80 80
30
60 60
20
40 40
10 20 20
50 100 150 200 250 100

T T

(a) Soluciones numéricas de la Presién en  (b) Soluciones numéricas de la Presién en
t = 50. Usando una malla de 128 x 32. Im- ¢ = 100. Usando una malla de 128 x 32. Im-
plementacion realizada en [20]. plementacién realizada en [20].

Figura 45: Comparaciéon de la presion en ¢ = 50 y ¢ = 100.



Presion, t =200 con 128 x 32 celdas
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(a) Soluciones numéricas de la Presién en
t = 200. Usando una malla de 128 x 32. Im-

plementacién realizada en [20].
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Presion, t = 400 con 128 x 32 celdas
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x

Figura 46: Comparacion de la presion en t = 200 y t = 400.
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(b) Soluciones numéricas de la Presién en
t = 400. Usando una malla de 128 x 32. Im-
plementacion realizada en [20].



8. Conclusiones

Este trabajo ha abordado diversos aspectos relacionados con tres métodos para la
solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), los cuales se fundamentan en
la discretizacion del dominio y la formulacién matricial del problema. Estos méto-
dos son el Método de Elementos Finitos (FEM), el Método de Elementos Finitos
Multiescala (MsFEM) y el Método Generalizado de Elementos Finitos Multiescala
(GMSsFEM). Se ha desarrollado la teorfa correspondiente a estos métodos, y se han

presentado ejemplos practicos implementados tanto en [13] como en [20].

De esto se observé que el GMsFEM es especialmente 1itil en situaciones multiescala
o cuando se enfrentan problemas de alto contraste. Su capacidad para disminuir los
grados de libertad en la malla gruesa, mediante funciones base multiescala calcula-
das a partir de problemas con valores propios generalizados de manera local, resulta
valiosa en contextos que involucran pardametros complejos y dimensiones elevadas.
Se muestra esto a través de un ejemplo aplicado a la ecuacion de presion en medios

porosos heterogéneos.

Se present6 un enfoque semidiscreto Lagrangiano-Euleriano para resolver problemas
dados por ecuaciones hiperbdlicas que fue estudiado en [2], se considero el ejemplo
de la ecuacion de Buckley-Leverett con gravedad. Dicho modelo es empleado para

modelar problemas de inyeccion de agua en reservorios de recuperacién de petréleo.

La contribucién principal de este estudio radica en el acoplamiento del GMsFEM con
el SDLE, una estrategia que ha demostrado ser eficiente para simular flujos bifasicos
en medios porosos heterogéneos. Esta integracion mejora la precisién al combinar la
robustez del GMsFEM en problemas elipticos con la eficacia del SDLE en proble-
mas hiperbdlicos, al tiempo que reduce significativamente el costo computacional.
Los resultados obtenidos, ver [14], subrayan su viabilidad para entornos complejos,

optimizando recursos.

En conclusion, este trabajo evidencia que el acoplamiento de Método de Elementos
Finitos Multiescala Generalizado y el Método Semi-Discreto Lagrangiano Euleriano
no solo supera las limitaciones de los métodos individuales, sino que establece un
marco prometedor para abordar problemas multiescala en medios heterogéneos, su-

giriendo un camino hacia simulaciones mas ambiciosas; como trabajo a futuro, se
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plantea el estudio e implementacion de este acoplamiento para fluidos trifasicos en
medios porosos heterogéneos, asi como un andlisis riguroso de la existencia de la
solucién y estimacién del error, buscando ampliar su aplicabilidad y fortalecer su

fundamentacién tedrica.



A. Teoria del error para coeficientes suaves

A continuacién se presentan algunos teoremas para la estimacién de errores en pro-
blemas elipticos con coeficientes suaves, donde la solucion hallada es usando funciones

lineales por partes en 2D, para més detalle de esto consultar [17].

Ademas, es importante destacar que para coeficientes heterogéneos también se ob-
tienen resultados similares. Sin embargo, es necesario manejar con mayor cuidado la
regularidad que se asume de la solucién. Esto se refiere especificamente a como se
establece la regularidad al considerar la norma de las segundas derivadas. La varia-
bilidad en los coeficientes puede implicar que la regularidad de la solucién varie en
diferentes partes del dominio, lo cual requiere un anélisis detallado y riguroso para

asegurar la validez de los resultados obtenidos bajo estas condiciones.

Asi, sea V' un espacio lineal, considérese L : V — R, se tiene que L es lineal si

satisface la ecuacion 121.
L(Bv+06w)=0b-L(v)+6-L(w), paratodov,weV,3,0cR. (121)

Ademas, a : v X v — R es una forma bilineal si es lineal en cada variable separada-

mente, tal como se meustra en la ecuacion 123.

a(u, fv + 0w) = Pa(u,v) + da(u, w), (122)
a(fu+ Ov,w) = Ba(u,v) + a(v,w). (123)

Una forma bilineal, es dicha simétrica si a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V. Si
ademds de simetria tenemos a(u,u) > 0 para todo u € V, decimos que a es un
producto interno o que es una forma bilineal simétrica y positiva.

Ademas se tiene la desigualdad de Cauchy |a(u,v)| < ||u|la|[v]a, en general va-
le para cualquier producto interno y norma correspondiente que ||u|| = v/{u,u) y
[(u, 0)| < [l - [lo]].

Sea V un espacio de Hilbert con producto interno ( , )y, supongamos que a : V X

V' — R es una forma bilineal y que cumple las siguientes propiedades:

» Simétrica: a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V.

» Continua: a(u,v) < vy||ullyv||v|lv para algin vy > 0.
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» Eliptica: a(u,v) > aflul?.
De esto se sigue el siguiente lema.

Lema A.1 (Lema de Cea) Sea u la solucion de a(u,v) = L(v),v € V.

Sea uy, la solucion de a(up,vy) = L(vy),vn € Vi,. Entonces, se tiene que
gl
lu = unllv < —llu = vnllv. (124)

Y por tanto;

v,
— < = inf — . 125
lu —unlly < o Jof |u — vp|lv (125)

Presentemos asi un teorema para la estimacién del error. Primero vamos a considerar
V=HYD)yV,={veV: :v|ge P(K), paratodo K € T"} donde T" = {K}
es una triangulacién de D C R?. Para K € T" se define

hg = didmetro de K,
pr = didmetro del circulo inscrito en K,

h = max hK.
KeTy,

Se va a analizar una familia de triangulaciones {T"}, se supone que existe una cons-

tante positiva 3 independiente de la triangulacién T" tal que

Z—K > 3, paratodo K € T". (126)
K

Sea N;, i =1,2,---, M los vértices de T", dado u € C°(D) se define la interpolacién
ThU € Vh por Fhu(Ni) = u(NZ)’ con 1 = 1,2’ R 7M‘

Figura 47: Elementos en T". Elaboracién propia, inspirada en [5].
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Teorema A.0.1 Sea K € T" con vértices a', con i = 1,2,3. Dada v € C°(K) sea

v la interpolacion lineal de v, ver Figura 47, definida por

ro(@) = v(a®), i=1,2,3. (127)
Entonces
o mellieg <2 md o~ (128
T max
L>(K) = 2/t zeK, me{1,2} || 0x,0T, Loo(K)7
hQ 82’0
. ok , 129
méx[[(v = w0l 6 - mix ‘%éaxm Loo(K) e
donde
[10]lz.cca0) = méx o). (130)

La demostracién se puede ver en [17].
Teorema A.0.2 Sea K € T" con vértices a’, con i = 1,2,3, ver Figura 47. Dada
v € C%K) sea mv la interpolacion lineal de v, definida por

mv(a’) = v(a"), i=1,2,3. (131)
Entonces existe una constante C' tal que

HU — 7TUHL2(K) S Ch%{|U‘H2(K), (132)

h2
H’U—TF'UHHl(K) S Cp—;(”(]‘HQ(K) (133)

La demostracién se puede ver en [17].

Para interpolacion con polinomios de mayor grado se tiene que

||U — 7Th||L2(D) S Chr+1|u|H’l‘+1(D)7 (134)

Hu — 7ThHH1(D) < C’hT]u HT+1(D)- (135)

donde r es el grado del polinomio, asi r > 1.
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B. Meétodos para resolver el problema de valores

propios generalizado

En MATLAB, la funcién eig se utiliza para calcular los valores propios (o eigenvalo-
res) de una matriz. La funcién eig puede aplicarse a matrices cuadradas y devuelve
un vector que contiene los valores propios de la matriz. Los valores propios son so-
luciones de la ecuacién caracteristica det(A — AI) = 0, donde A es la matriz, A es el

valor propio y [ es la matriz identidad.

Ejemplo B.0.1 Consideremos la matriz A =

2
4] , sus valores propios se hallan

de la siguiente forma:

A = [1 2; 3 4];

valores_propios = eig(4);
ast
>> -0.3723
5.3723

Ademas, la funcion eig también puede devolver, opcionalmente, una matriz cuyas
columnas son los vectores propios correspondientes a los valores propios calculados.
Esto se logra utilizando [V, D] = eig(A), donde D es una matriz diagonal con los
valores propios en la diagonal, y V' contiene los vectores propios como columnas.

1 2
Ejemplo B.0.2 Consideremos nuevamente la matriz A = 5 ], ast

4

[B, D] = eig(4);
disp(D); J Muestra la matriz diagonal con los
valores proptios.

disp(B); ) Muestra la matriz de wvectores propios.

esto nos devuelve lo siguiente

>> B = -0.8246  -0.4160
0.5658  -0.9094
>> D = -0.3723 0

0 5.3723
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La funciéon [V, D] = eig(A, B) realiza el calculo de los valores y vectores propios
de una matriz generalizada Ax = ABz. Aqui, A y B son matrices proporcionadas,
A es un escalar (valor propio), y « es un vector propio. Ademés, A es una cuadrada
para la cual se estan determinando los valores y vectores propios y B es otra matriz
cuadrada que especifica la estructura de la matriz generalizada.

La salida de la funcién eig(A, B) son: V, la cual es una matriz cuyas columnas
contienen los vectores propios normalizados correspondientes a los valores propios
presentes en la diagonal de la matriz y D que es una matriz diagonal que contiene
los valores propios.

La relacién Az = ABx se expresa en forma matricial como AV = BV D.

Algunos de los métodos numéricos comunes utilizados por eig son el método de

Cholesky y el método de Schur. A continuacion se muestran sus algoritmos.

B.1. Usando el método de Cholesky

En esta seccién se mostrara como usando el método de Cholesky se puede resolver

el problema de valores propios generalizado. El material presentado fue tomado de [6].

La factorizacion de Cholesky es un método numérico empleado para descomponer una
matriz simétrica y definida positiva en el producto de una matriz triangular inferior
y su traspuesta. Este enfoque destaca por su eficiencia y aplicabilidad en diversas
situaciones, tales como la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, la simulacién

de procesos estocasticos y la resolucién de problemas de minimos cuadrados.

Teorema B.1.1 Si B es una matriz real, simétrica y definida positiva, entonces
tiene una factorizacion tnica B = LLY, donde L es una matriz triangular inferior

con diagonal positiva.

La demostracién de este hecho se puede encontrar en [20].

El algoritmo de la factorizacion de Cholesky es un caso especial del algoritmo general
para la factorizacién LU, donde U = LT. El algoritmo para la factorizacién de

Cholesky es el siguiente:
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Algorithm 1 Algoritmo para la factorizacion de Cholesky

Input: n, (b))
Output: (¢;;)
for k=1,2,---ndo
k—1 1/2

Ekk < (bkk —Zf%s
s=1
for i=k+1,k+1,--- ,ndo

k—1
(bz-k > wks)
s=1

gz‘ <—
g Crr,

end for
end for

Ahora como queremos resolver Ar = ABx y usando la factorizacién de Cholesky

tenemos que B = LLT, asi
Az = \LL"z,

como L es invertible entonces se tiene que
LAY 'L = AL LL o,

esto es
L7PA(LTY N (L) = ML 2),

definamos A;=L 'A(L")"'q, donde ¢ = LTz, asi se tiene que A;q = Ag. Con esto
podemos hallar los valores propios de la matriz transformada A;. Esto, y luego po-
demos hallar los vectores propios buscados originalmente, basta multiplicar L=7 por
=T LT

g, estoes L Tg=1L T =2

B.2. Algoritmo QZ

El algoritmo QZ o también llamado descomposiciéon de Schur generalizada, es un
método numérico usado para hallar los valores y vectores propios asociados al pro-
blema Ar = ABz en donde A € C y A, B son matrices cuadradas, este método es
una generalizacion de la descomposicién QR cuya idea es transformar de manera si-
multanea las matrices A, B utilizando rotaciones de Givens para que asi estas lleguen

de una manera conjunta a una matriz diagonal superior [15].
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Tomando como A(A, B) al multiconjunto formado por los valores propios A que
cumplen dicho problema, se busca encontrar matrices (), Z bien condicionadas tal
que

A =Q'AZy B, =Q 'BZ

y para las cuales se tiene que A\(A, B) = A(A;, By) pues
Ax = ABx < Ajy = AByy en donde y = Zx

Es asi que se tiene el siguiente teorema en donde se asegura la existencia de las

matrices (), z y ademas dichas matrices son unitarias.

Teorema B.2.1 Si A y B son matrices en C*"*"™ entonces existen matrices @ vy
7 wunitarias tal que QUAZ =T y QYBZ = S en donde T y S son triangulares
superiores. Y para algin k, se tiene que si Sgi Y trr son ambos 0 entonces \(A, B) =
C, de lo contrario

SZZ

La demostracién de este hecho se puede encontrar en [15]. Adicionalmente, este
teorema tiene un teorema equivalente para los reales, el cual se llama descomposicién
real generalizada de Schur, este garantiza que la matriz T sea casi-triangular superior
y la matriz S sea triangular superior. El algoritmo de la descomposicién generalizada
real de Schur o QZ se divide en dos partes, la primera en donde se reduce el problema
a una forma Hessenberg y una forma triangular superior y la segunda en donde
se ceran los elementos de la subdiagonal que quedan en la matriz de Hessenberg,
algo importante que se debe observar, es que todo proceso realizado en la matriz A
también debe realizarse en la matriz B pues ) Y Z son iguales en ambas expresiones.
Ahora, aplicando el anterior algoritmo se obtienen las formas de A y B equivalentes,
Hessenberg y triangular, asi para llevar la matriz de Hessenberg resultante a la forma
casi-triangular superior, se realiza una busqueda en la diagonal en donde se toma el

mayor ¢ y el menor p no negativo tal que

All A12 AlS
A - 0 A22 A23
0 0 As3

En donde, los bloques de la primera fila tienen p filas y los de la tercera fila tienen
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Algorithm 2 Algoritmo reduccién Hessenberg-Triangular
Input: A, B,n
Output: @, 72

Calcule B = QR con alguno de los algoritmos de factorizacién QR

Sobreescriba A = QTAy B = QT B.

for j=1,2,---n—2do

for i=n:—-1:7+2do
[e, s] = givens(A(i — 1,7), A(i, 7))

A(z’—l:z’,j:n):[ }TA(i—lzz',j:n)

c s
—s ¢
c s]”
B(i—1:4,i—1:n)= s c] A(i—1:4,i—1:n)
[c, s] = givens(—B(i, 1), B(i,i — 1))

B(l:i,z’—l:z’):B(lzi,i—lzz’){C 5}

—5 cC
A(l:nyi—1:1)=A1:n,i—1:1) {_CS 'j
end for
end for

q filas, adicionalmente los bloques de la primera columna tienen p columnas y los
de la tercera columna tienen ¢ columnas y que cumplan que Asz es casi-triangular
superior y Ass es Hessenberg no reducida. Teniendo en cuenta esto, se expresa a B

triangular por bloques de los mismos tamanos que A de la siguiente forma;

By Bia Bis
B = 0 Bay  Bas
0 0 Bss

Ahora, si en la buisqueda de g se obtiene que ¢ < n entonces se mira si el bloque
By, de la matriz B es singular, si lo es se cera el componente a,_4,—q—1 de la matriz
A, de lo contrario se utiliza el algoritmo 3 que describiremos a continuacion con las
matrices Ass v Bao, esto pues, lo unico que impide que A llegue a una forma casi-
triangular superior es la forma de Hessenberg no reducida de Asy. A este algoritmo
3 le llamaremos algoritmo paso QZ.

Obteniendo asi que para actualizar la matriz A y la matriz B después de realizado
el proceso con los bloques Ay v Bas se realiza la siguiente operacion que entrega las

formas requeridas:
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Algorithm 3 Algoritmo paso QZ

Input: Agg, BQQ, 8iZ€(A22>

Output: Q, 7
Lleve a A y B a matrices Hessenberg-triangular respectivamente con el algoritmo
2.
Calcule M = AB™!y dos de sus autovalores a, b para realizar (M —al)(M—bl)e; =
[z, y,2,0,---,0].
for k=1,2,---n—2do

x *
Encuentre una matriz de Householder Q. tal que Qy |y | =
z 0

A =diag(ly—1, Qp, In—r—2) - A

B = diag(I—1, Qr; In—x—2) - B

Encuentre una matriz de Householder Ly tal que
[bk+2,k bit2, k41 bk+2,k+2] Zy, = [0 0 *}

A= A-diag(ly—1, Zy,, In—k—2)

B = B -diag(Ix—1, 2k, In—k—2)

Encuentre una matriz de Householder Z, tal que [ka’k bk+17k+1] Ly, =
0 -]

A=A diag(fk—h Ly ]n—k—l)

B = B -diag(Ix—1, Zky, In—k-1)

T=0Qg1k Y Y = Q2

if £k <n —2 then

2 = Q42,k

end if

end for

Encuentre una matriz Householder ),,_; tal que @,,_1 [ﬂ = {*}

0
A = diag(Ih—2,Qn-1) - A
B = diag(l,,—2,Qn-1) - B
Encuentre una matriz Householder Z,,_; tal que [bn,n—1 bnn} Ly = [O *]
A=A diag([n,g, anl)
B=DB- diag([n_g, Zn—l)
Para calcular () y Z se multiplican todas las ), y Z,, acumulativamente.
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A = diag(1,,Q,1,)" - A-diag(1,, Z, 1,)
B = diag(I,,Q,1,)" - B - diag(I,, Z, I,)

Entonces, de este proceso surgen 2 matrices ), Z unitarias y dos matrices T, .9,
la primera casi-triangular superior y la segunda triangular superior. Sin embargo,
observe que el problema nos otorga los valores propios generalizados resolviendo
unicamente una parte del problema, para hallar los vectores propios es necesario
resolver el sistema (A — AB)xz = 0 con los distintos valores de lambda, observe que
para resolver este sistema lineal de ecuaciones homogéneo se pueden usar distintos
métodos como lo son Gauss Seidel, Jacobi, entre otros cuya convergencia depende
directamente de las caracteristicas que tenga la matriz (A — AB), en este proyecto

se hallaran dichos vectores propios hallando el espacio nulo de la matriz.

B.3. Vectores propios generalizados

Como se dijo anteriormente, se utiliza el algoritmo QZ para hallar asi los valores
propios generalizados asociados al problema y con la obtencién de los valores propios
correspondientes se resuelven sistemas de ecuaciones lineales homogéneos para hallar
los vectores propios, observe que, al ser el sistema homogéneo lo que se busca es un
vector en el espacio nulo de la matriz en cuestién, pues por definicién el espacio
nulo de una matriz C' estd dado por el conjunto de vectores en el espacio vectorial
tales que al multiplicarse por C' dan 0 es decir Ker(C) = {v € V : Cv = 0},
asi, para hallar este espacio nulo que nos otorgara el conjunto de vectores propios
generalizados se utiliza la funciéon V=null(C) de MATLAB, un ejemplo de como

funciona este comando es el siguiente:

1 2 6
Ejemplo B.3.1 Consideremos, la matriz A= |2 4 12|, as?
4 7 8

[V] = eig(4);

disp(V); J Muestra los wvectores del espacio nulo.
esto nos devuelve lo siguiente

>> V = -0.8512
0.5238
-0.0327
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Es importante tener en cuenta que para que el espacio nulo de como resultado un
vector distinto de 0 la matriz que se ingresa no debe ser de rango completo, pues si es
asi, como transformacion lineal es inyectiva y, por tanto, el inico vector perteneciente
al espacio nulo es él 0.

El método utilizado tras la funcion null es la descomposicion en valores singulares

(SVD).

Teorema B.3.1 Si A es una matriz de tamano n X m entonces existen matrices
ortogonales U € R™™ y V € R™™ tales que UL AV = diag(oy, 09, -+ ,0,) en donde

p = min(m,n).
En especial, cuando la matriz no es rango completo se tiene el siguiente teorema:
Teorema B.3.2 Si A tiene r valores singulares positivos, entonces Ran(A) =1 y

Ker(A) ={v,y1,-+ 0.}
Ran(A) = {uy,ug, -+ ,u,.}

La demostraciéon de este hecho es sencilla, pues el rango de una matriz diagonal
es el nimero de valores distintos de 0 que tenga, adicionalmente las afirmaciones
sobre el espacio nulo y el rango de la matriz A se obtienen a partir de las igualdades
AV =UT y ATU = VY.

Es asi, como se pueden hallar los vectores pertenecientes al espacio nulo de la matriz
a partir de la descomposicion en valores singulares y por tanto se puede realizar la

obtencion de los vectores propios generalizados.
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